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ای: جمله چند توابع
یجبریهایاجملهچندآنها،یجبرشینماکهرایتوابع*

.مینامیمیاجملهچندتوابعهستند، ریمتغکیاز

یاجملهچندتوابعدامنه* است.

جمله* چند یک در متغیر توان چندبزرگترین درجة ای،

بود.جمله خواهد ای

درجه از ای جمله :nچند
  ...n n

n n
f x a x a x a x ax a


     1 2

1 2 1

نامنفی صحیح عدد ,n
a n 

درجه ای جمله :چند
 R b  f x bثابت :تابع

:لامث

 
 

f x

R





2

2

درجه ای جمله :1چند
R  f x ax b خطی:تاب ع

:لامث

 f x x

R

  



2 1

درجه ای جمله :2چند
 f x ax bx c  2:درجه 2تابع

, , ,R
a a

    
      

   4 4

:لامث

 
,

f x x x

R

  

  


2 6 9

0

درجه ای جمله :3چند
 f x ax bx cx d R     3 درجه:2  3تابع

:لامث f x x

R





3

x

y

  

  

1 1
2 1 1 2

2 2
1 1

8 1 1 8
8 8

ص (4)فعالیت

های برای نمودارxآیا نامنفی، yهای x نمودار3 بالای

y x دارد؟2 قرار

:حل

،خی ر

مقادیربین 1و0برای

xنمودار پایین3

xنمودار است2

از مقادیربزرگتر 1برای

xنمودار نموداربالای3

x است2

ای1درس1فصل جمله چند توابع و-: صعودی نزوییتوابع
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انتقال: کمک به توابع رسم مراحل
نظ در را زیر بگیرید:*تابع ر

 y af bx c d  

1),a dنقاط عرض روی yبه انتقال و دارند مستقیم تاثیر

است آسانسوری صورت

aاکر*  یافته.1 عمودی انبساط نمودار باشد

aاکر* 1یافته.باش عمودی نمودارانقباض د

2),b cنقاط طول روی xانتقال و دارند تاثیرمعکوس

است. قطاری

bاکر*  انقباض1 نمودار یافته.افقیباشد

bاکر*  انبساط1 نمودار فته.یاافقیباشد

ها: اولویت

*اول xیا y:نداردولی فرقی

در1 ) xاول  bسپسcها

(در2 yاول dسپسaها

درجه توابع :3رسم
درجه توابع رسم کمک3*برای انتقال قوانین یا یابی نقطه از

گیریم می

ص (10ص1تمرینو4)فعالیت

راتوابعنمودار مشخصراآنهابرد ودامنه وکردهرسمزیر

 .دیکن

)y x  31 2

:حل,D R 

اول: انتقال:روش کمک به رسم

نمودار f x x محور3 به نسبت سپسxرا ، قرینه

کنیم2 می منتقل پایین به واحد

د یابی:وم:روش نقطه کمک به رسم

محور روی را نقاط سپس کنیم می رسم را نقاط جدول ابتدا

کنیم. می وصل هم به و مشخص

نقاط جدول منهایyدر و قرینه را کنیم2ها می

x

y

 

 

2 1 1 2

8 1 1 8

 )y x  
3

3 2 )y x 
3

2 2

:حل 

,D R 

نمودار f x x واحد2را3

کنیم می منتقل چپ به

 )y x  
3

5 2 2 )y x  
3

4 1 1
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(5صکاردرکلاس)

.دیکن رینظآننموداربهراتابعهرضابطه

 y x 
3

)ب2 y x  
3

1 )الف2

 y x  
3

1 y)ت1 x  3 )پ1

 y x 
3

y)ج1 x  )ث3

y x  3 y)ح1 x 3 چ)1

y x 3 )خ2
نمودار :توابعتبدیل

توابع(1 نمودار رسم y kf x:

نمودارتابع* رسم برای y kf xنقاطعرضاستکافی

تابعنمودار y f xدر کنیمkرا ضرب

ضابطه با تابع *دامنه y kf xتابع دامنه همان

 y f xنیست یکسان لزوما آنها برد اما ، است

ص (15)مثال

نمودار اگر f xنمودا باشد، زیر صورت توابعربه

     , ,y f x y f x y f x   
1

2
2

کنید رسم را
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:حل

سوا این کندر می تغییر برد فقط کند نمی تغییری دامنه .دل

,D   
 
1 22 0 1-  x

,R   
 
1 41-  4 0 y

,R
 

  
 

1
2

2

1
2

2 0 
y 

1
2

,R   
 
4 11 4-  0 y  1

,R   
 
2 82-  8 0 y  2

(16صکاردرکلاس)

نمودارتابع.1 f x x  بازه2 در ,را  2 رسم3

کنید. محوررسم یک روی زیررا نمودارتوابع آن کمک به کنیدو

     , ,k x x h x x g x x       
1 1
2 2 2

3 2

زیر2 شکل هایابعونمودارت.در ضابطه sinyبا x

sin , sin , siny x y x y x   
1

2 2
2

بازه در

,   اس شده مشخصرسم را نمودار توضیح وکردهت

 .استشدهرسمآنکمکبهدیگرچگونهتوابعنموداردهید

.کنیدمقایسههمبا وکردهمشخصراکدامهروبرددامنه

توابع(2 نمودار رسم y f kx:

نمودارتابع* رسم برای y f kxنقاططولاستکافی

تابعنمودار y f xدر را
k

به1 یا کنیمkضرب تقسیم

تابع *دامنه y f kxتابع بادامنه y f xالزاما

برد اما نیست، یکسان y f kxبردهم ان y f x

است
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(18صمثال)

نمودارتابع f x x  دامنه3 با ,را  4کنیدو رسم

کنید. محوررسم یک روی زیررا نمودارتوابع آن کمک به

 ,
x

y f x y f
 

   
 

2
2

:حل

نم تغییری برد سوال این کند.در می تغییر دامنه فقط کند ی

,D   
 
4 00 4-  x

,R   
 
1 33 1-  y

,D   
 
2 00 2-  

x 
1
2

,D   
 
8 00 8-  x  2

(20صکاردرکلاس)

نمودار f xبازه ,در 
 
4 زیر4 صورت باشد،میبه

توابعرنمودا ,y f x y f x
 

  
 

1
2

2
کن رسم ید.را

(19صمثال)

sinنمودارتوابع , sin
x

y x y 2
2

کمک ابعنمودارتبه

siny xبازه ,در   2 کنید2 رسم

:حل

کند. می تغییر دامنه فقط کند نمی تغییری برد سوال این در

(23ص12و11و10تمرین)

yنمودارتابع⑪ x sinبازه در را   ,کنیدو رسم

کم زیررابه نمودارتوابع آن کنید.ک رسم

y x y x
 

     
 

1
2 1 2

3
sin , sin
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نمودار⑩ از استفاده yبا x cosرا هرنمودار ضابطه ،

کنید. مشخص

y x 2 2cosب(y x  
1 1
2 2
cos( )الف(

y x  2cosت(y x
1
2

cos( )پ(

نمودار⑫ اگر f xنمودا باشد، زیر صورت رازیرتوابعربه

کنید رسم

   

 

y f x y f x

y f x y f x

     

 
     

 

1
1 2 1 2 2

2
1

3 2 1 3 4 2
2

) )

) )
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(19صکاردرکلاس)

yابعونمودارت x y x y x      , کمک, به

نمودا yابعرتآن xاست شده رارسم توابع برد و دامنه

بنویسید.

نمودار(3 رسم y f x:

نمودار* y f xکه را هایی قسمت و کنیم می رسم را

محور زیر و محورxمنفی به نسبت را میxاست قرینه ها

مطلق قدر زیرا کند،کنیم می مثبت را منفی مقادیر

ص (17)مثال

تابع yنمودار x 2 کنید.1 رسم را

:حل

نمودار xابتدا 2 استرا1 سهمی یک کنیمکه می رسم

محو به نسبت را منفی های قسمت کنیمxرسپس می قرینه

:نزوییتوابع وصعودیتوابع
تابعxوقتی* تغییرات یابد می افزایش تابع دامنه ار()رفتدر

شود: می بررسی زیر صورت به

صعودی: افزایشالف(تابع با که افزایشyمقدارxتابعی یا

ماند. می ثابت یا یابد می

   , :
f

x x D x x f x f x   1 2 1 2 1 2

صعودی: اکیداَ تابع افزایشب( با که همyمقدارxتابعی

یابد می افزایش

   , :
f

x x D x x f x f x   1 2 1 2 1 2

نزولی: افزایشتابعیپ(تابع با میyمقدارxکه کاهش یا

ماند. می ثابت یا یابد

   , :
f

x x D x x f x f x   1 2 1 2 1 2

نزولی: اکیداَ تابع افزایشت( با که کاهشyمقدارxتابعی

یابد می

   , :
f

x x D x x f x f x   1 2 1 2 1 2
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کات :نزوییتوابع وصعودیتوابعن
ثابت بازه،یدر*تابع محسوبینزولهم ویصعودهمک

.شودیم

ای :کنوایتابع* بازه در باشد،گوییمینزولیایصعوداگرتابع

یکنواست تابع

ایکنوا:یداًیاکتابع* بازه در داًیاک ای )یصعودداًیاکاگرتابع

یکنواست (یلنزو اکیدا تابع درجباشد،گوییم خطی تابع همثل

لگاریتمی3 و نمایی ،تابع

درستهستندکنوایهموارهکنوایداًیاکتوابع* آن عکس اما

نیست.

داًیاک)باشدینزولداًیاکاییصعودداًیاکیتابعاگر*

)کنوای یک به هy(حتماَیک نیز نداریم( ست.تکراری

 

(10صفعالیت)

نمودار: به باتوجه

 یصعودداًیاکتابعنیا (لفا

؟ینزولداًیاک ایاست

  است؟کیبهکیتابعنیا (ب

داردوجودیتابع ایآ (پ

داًیاک اییصعودداًیاککه

 نباشد؟کیبهکییولباشدینزول

:حل

صعودی (لفا اکیدا

بله (ب

خیر (پ

یکنوا:* غیر صعودییتابعتابع نه نزولیکه نه استو

بعضی در بعضی در و (یصعودداًیاک)یصعودهابازهیعنی

است (ینزولداًیاک)ینزولهابازه

ص y(8)مثال x

ص (8)کاردرکلاس

در ویصعودداًیاکییهابازهچهدر ریزتوابعازکدامهر

هستند؟ینزولداًیاکییهابازهچه

نزولی اکیداَ 

,

صعودیاکیداَ  

,

یکنوا  غیر   ,
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(10ص3)تمرین

چهدرتابعنیادیکنمشخص ریزتابعنمودارازاستفادهبا

 است؟ثابت ایینزول ،یصعودییهابازه

:حل

ص (9)کاردرکلاس

زیربودنینزول اییصعود یهابازهدررانمودارتوابع

کنید.نییتعشدهمشخص

ص (9)کاردرکلاس

بازهچهدردیکنمشخص ودیکنرسمرا ریزتوابعنمودار

.هستندینزولییهابازهچهدر ویصعودییها

 g x x x ب(

:حل 

x x x x
y x x

x x x

   
   

  

2

 t x x  3  )پ1

صعودی 
 
6,

ثابت 
 

2,

 نزولی 
 
2 4,

 صعودی 
 
4 6,

 نزولی 
 
6 8,

ثابت ,

صعودیاکیداَ  

,

 صعودی   ,
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 ا

(10ص7و6و5و4و2ین)تمر

آنهادرکهراییهابازه ودیکنرسمرا ریزتابعنمودار②

 .دیکنمشخصاست،ثابت ایینزول ،یصعودتابع

 
x x

f x x

x x

   


   
  


2 3 4
3 4 2
3 2 2

:حل

yتابع⑤ x x بازه2 در a


حداکثر, ، است نزولی

آورید.aمقدار دست به را

:حل 

x x
y x x

x x

 
  

 

3
2

3

 a a  


,

یهابازهازکیهردرکهدیکنرسمرایتابعنمودار⑦

     , , داًیاکRدریولباشدیصعودداًیاک,

.نباشدیصعود

:حل

یصعودداًیاکخوددامنهدرکهدیبزنمثالیتابعالف(⑥

باشد

:حل

   x
a

y x a y a a   1 1log

.باشدینزولداًیاکخوددامنهدرکه دیبزنمثالیتابعب(

:حل

   x
a

y x a y a a     1 1log

نمایی④ xyتابع  2 لگاریتمی2 تابع و
xy   2 2logآنهاییکنوایمورددر و دیکنرسمرا

.دیکنبحثکلاسدر

:حل 
x xy y   2 2 2 2log

نزولی اکیدا صعودی اکیدا

نزولیاکیداَ   4,

ثابت

4 2,

صعودی  اکیداَ  

2,
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مرکب(: تابع توابع) ترکیب
یک* دقیقا ورودی هر ازای به که است ماشین نوعی تابع

کند می تولید خروجی fx f x

تاب ورودی عنوان به را تابع یک خروجی دیگر*هرگاه ع

ایم. کرده ترکیب باهم را تابع دو واقع در کنیم استفاده

تابع1 )fog:

    g fx g x f g x 

تابع2 )gof:

    f gx f x g f x 

مرتب های زوج در مرکب تابع :محاسبه
کم پیکانی نمودار از کار راحتی گیریمبرای می ک

ص) (13مثال

اگر        , , , , , , ,f   1 5 2 3 5 2 و4

          , , , , , , , , ,g    1 2 3 1 2 1 4 5 تابع 7

gof.بیابید را

:حل

      , , , , ,

f g

f g

gof
f g

f g

  
 

  
  

  
   



1 4

5 2
4 5 3 7

3 5 7

2 4

تمرین (22ص1)

اگر①        , , , , , , ,f  7 8 5 3 9 8 11 و4

        , , , , , , ,g  5 7 3 5 7 9 9 fog,تابع،11 gofرا

بیابید

نمودار و جدول روی از مرکب تابع مقدار :محاسبه
مقدار ابتدا ، تابع مقدار کردن پیدا داخلیxبرای تابع در را

می جایگزین خارجی تابع در را حاصل دهیم.سپس می قرار

کنیم

ص) تمرین14کاردرکلاس (23ص8و

صورتدرراشدهخواسته ریمقادر،یزیهاجدولبهتوجهبا

.دیآوردستبهامکان

   f og الف)1
:حل 

  g f  1 1

یا

      xf og f g x f g 11 1
 

  
 

1

   f og 1(ب

   gof(پ

   gog 2(ت

   gof ث)2

   f o f ج)1

تواب:2درس1فصل عترکیب
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f,ینمودارهابهتوجهبا⑧ gمقاد صورتدررا ریز ریتوابع

.دیابیبوجود

   f og 1(الف

   gof(ب

   f og پ)1

   gof 1(ث

ضابطه از استفاده با مرکب تابع :محاسبه
دوتابع اگر   ,f x g xجای به و باشیم ازxداشته یکی

می دهیم، قرار را دیگر تابع مقدار یا ضابطه ها، گوییمتابع

کرده ترکیب را ایم.دوتابع

مرکب تابعتابع محاسبهضابطه روش

   fog x  f g xدرfجای بذارxبه g x

   gof x  g f xدرgجای بذارxبه f x

   fof x  f f xدرfجای بذارxبه f x

توابع* fog,معمولا gofنیستندبرابرهمبا

مرکبدامنه :تابع
زمانهمکهاستییهاxمجموعهfogمرکبتابعدامنه*

:کنندصدق ریزشرطدودر

1)xدامنه .باشدداشتهقرارgدر

2) g xدامنه .باشدداشتهقرارfدر

 /
fog g f
D x D g x D

 
 

   
 
 1 2

دامنه مشابه طور است:gof*به زیر صورت به هم

 /
gof f g
D x D f x D

 
 

   
 
 1 2

تابع تشکیل :fogالف(شرط
g f
R D  

تابعب( تشکیل :gofشرط
f g
R D  

دستبهآنفیتعاربهتوجهباشهیهمرامرکبتوابعدامنه*

.آنضابطهیروازنهمیآوریم

ص) (14مثال

اگرالف(   ,f x x g x x   22 ی1 ضابطه و دامنه

بیابیدgofتابع را

:حل

,
f g
D D 

تابع :gofدامنه

  

  

/

/

gof f g
D x D f x D

x x 

  

    2

تابع ی :gofضابطه

          g x x
gof x g f x x

 
   2

2

1
2 1

اگرب(   ,f x x g x x   21 2 ضابطهدام1 و نه

تابع fog,ی gofبیابید را

جایgدر )بذارxبه )f x
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ص) (14کاردرکلاس

اگر   ,f x g x
x x

 


2 3
1

تابع ی ضابطه و دامنه

,fog fofبیابید را

(22ص2تمرین)

قسمت② هر تابعدر ی ضابطه و بیابیدراfogدامنه

قسمت② هر تابعدر ی ضابطه و بیابیدgofدامنه را

(22ص5و3و4تمرین)

اگرالف(④   ,f x x g x x   2 24 آنگاه4

 f og  5 25

تابع دو هر برای fکهgوfب( gتساوی

       fog x gof xنیست برقرار وقت هیچ
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اگر پ(   ,g f 4 7 7 گاه5 آن f og 4 5.

اگرت )   ,f x x g x x  2 گاه1 آن

     f og g5 2.

اگر③    ,f x x f g x x x    23 4 3 6 14

تابع ی ضابطه g xبیابید را

:حل 

جایfدر بذارxبه g x

    
  

 
 
 

f g x g x

f g x x x

g x x x

g x x x

g x x x

  


  

    

   

  

2

2

2

2

3 4

3 6 14

3 4 3 6 14

3 3 6 18

2 6

متیقباتاپلپکیبهارفروشگاهازخواهدیمالناز⑤

درفروشگاهنیا .دینمایداریخرتومانونیلیمدوازشیب

کارتبرندگانبهوکردهبرگزاریامسابقهرمضانماه

مسابقهنیادرزینالناز واستدادهیدرصد20فیتخف

شنبهپنجیروزهافروشگاهنیانیهمچن .استشدهبرنده

ونیلیممین وکیازشیبیدهایخردرخودانیمشتربه

ازاستفادهبا .دهدیمینقدفیتخفتومانهزار 002تومان،

بهب ایالفیهاحالتازکیکدامدیدهنشانمرکبتابع

است؟النازنفع

راینقدفیتخفبعد ویدرصد 20فیتخفکارتاول (الف

.کنداستفاده

رافیتخفکارتبعد وکنداستفادهراینقدفیتخفب(اول

.دهدارائه

تابعنوشتن :تابعدوترکیبصورتبهیک
ساختیم می مرکب تابع و کردیم می ترکیب را تابع دو *همیشه

این عکس خواهیم می کارحالا این برای دهیم انجام را ،کار

را مرکب )تابع مرکب تابع از راfogقسمتی میگیریم( نظر در

تابع عنوان به و کنیم می جدا g xدر و گیریم می نظر در

حرف خالی، آیدxجای می دست به که تابعی و دهیم می قرار

تابع f xاست

ساخت تابع دو ترکیب ، شمار بی توان می تابع *ازیک

(22ص7و6تمرین)

 .دیسیبنوتابعدوبیترکصورتبهرا ریزتوابعازکیهر⑦

( )h x x 
3 2 )الف1

:حل

 

 

   

( )

,

g x x

h x x f x x

f x x g x x



     

  

2

2 3
3

3 2

1 1

1

( )l x x 2 )ب5
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)تابع⑥ ) ( )h x x x  2 53 4 تابعکدامترکیب1 زیردو

.است

( ) , ( )f x x g x x x   
5 23 4 )الف1

( ) , ( )k x x l x x x   5 23 4  )ب1

مرکبمعادلات :توابع
به معادله سپس کنیم پیدا را مرکب ضابطه ابتدا توانیم می

بگیریم: کمک زیر مراحل از یا و کنیم حل را آمده دست

معادله حل *مراحل   f og x a:

معادله.1 جواب آوردن دست به f x a

معادله.2 جواب f x aمس عبارترا اوی g x

کنیم می حل را معادله و داده قرار

معادله حل *مراحل   gof x a:

معادله.1 جواب آوردن دست به g x a

معادله.2 جواب g x aعبارت مساوی را f x

داده کنیمقرار می حل را معادله و

(23ص9)تمرین

توابعبهتوجهبا⑨ های f,ضابطه gرانظرموردمعادلات

.دیکنحلراآنها ودادهلیتشک

 
 

 

f x x

g x x x

f og x

 

  



2

2 5

3 8

7

)الف

:حل

اول: راه

:حل

:دومراه

 
 

   

)

)

f x x x

g x x x

x
x x x x

x

     

     

 
        



2

2

1 7 2 5 7 6

2 6 3 8 6

1
3 2 1 2

2

 
 
 

g x x

f x x x

gof x

 

  

 

2

1 2

3 1

5

)ب
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وارون: تابع
یک به یک تابع یک مرتبی زوج نمایش در fجای ،اگر

تابع ،وارون کنیم عوض را دوم و اول های مولفه f 1دست به

آید. می

   , ,a b f b a f    1

ل:امث

تابع وارون     , , , , ,f  6 4 5 3 2 بنویسید.1 را

:حل

     , , , , ,f  1 4 6 3 5 1 2

برد و f,*دامنه f 1:هستند هم عکس

,f f ff
D R R D

 
 1 1

تابع *نمودار fآن وارون تابع و f 1خط به نسبت

y xاند. واولربعمسازی)ن سوم(قرینه

نقاطییکافتابعکیواروننموداررسمی*برا مختصات است

روی که را fجای و کنیم پیدا است x,مشخص yعوض را

کنیم رسم را وارون تابع و کنیم

(29ص5)تمرین

نمودار⑤ از fدیکناستفادهجدوللیتکمیبرا.

وارون: تابع و تابع ترکیب
اگر fباشدترکیب پذیر وارون f,تابعی f 1همانی تابعی

هست.

ص (24)مثال

اگر     , , , , ,f  1 4 2 3 3 حاصل5 fباشد o f 1و

f of1.بیابید را

:حل

     , , , , ,f  1 4 1 3 2 5 3

وارون:3درس1فصل تابع
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دوتابع f,*اگر gیک به یک حتما کنند صدق زیر شرایط در

یکدیگرند. وارون و

ص (26)مثال

توابع دهید نشان   ,
x

f x x g x


  
4

3 4
3

یکدیگرند وارون

:حل

است همانی تابع ،برابر تابع دو ترکیب کنیم ثابت باید

(29ص2)تمرین

زیر توابع دهید یکدیگرندنشان وارون

وارون:تابعضابطهآوردندستبه
به* برای باشد یک به یک تابعضابطهآوردندستاگرتابع

ابتدا حسبxوارون بر )یعنیyرا کنیم می راxمحاسبه

جای کنیم(سپس می x,تنها yضابطه و کنیم می عوض را

 f x1مش را تابع وارون و تابع برد و ودامنه یابیم. می صخرا

کنیم. می

ثابت* غیر خطی )توابع )
a

y a x b


 و رادیکالی توابع ،

هستند. یک به یک ،تابع گویا توابع

ثابت خطی )*توابع )
a

y a x b


 قدر وتوابع سهمی توابع ،

نیستند. یک به یک مطلقی،تابع

ص (26)کاردرکلاس

آیاتابع f x x است؟چرا؟3 یک به  یک

:حل

افقی)موازی خط هر یک، به یک تابع مختصاتی نمایش در

بهxمحور کند می قطع نقطه یک در راحداکثر نمودار ها(،

نداریمyعبارتی  تکراری

ص کلاس کاردر و (27و26)مثال

دستبهوجودصورتدرراریزتوابعوارونتابعضابطه

نمودارآنوارون وتابعهربرد ودامنه .دیآور از استفاده رابا

 .دیکنمشخص

 )f x x 31

:حل

 

 

,

,

f f

f f

D R R R

x y

D R R R

f x x y x x y

y x f x x

 

 

 

 

    

   

1 1

3 3 3

3 31

xحسب yبر
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 )f x x 2 3

:حل

 
 

 
 

, , ,

, , ,

f f

f f

D R

x y

D R

f x x y x

y x x y

y x f x x

 

      





      

     

     

    

1 1

3

2 2

2 1 2

3

3 3

3 3

3 3

 )h x x 23 1

:حل

ندارد وارون و نیست یک به یک تابع

 )g x x  4 1 2

 )f x x  
1

5 3
2

(29ص1)تمرین

دیآوردستبه  را ریزتوابعوارونتابعضابطه

 )
x

f x
 


8 3

1
2

 )g x x   5 5 3 1

(29ص3تمرین)

اندازهیبراکهتیفارنها وگرادیسانتدرجهنیبرابطه③

صورتبهشوندیماستفادهدمایریگ f x x 
9

32
5

وگرادیسانتدرجهزانیمxآندرکهاست f xزانیم

.تیفارنهادرجه است f x1حیتوض وآوردهدستبهرا

.دهدیمنشانرایزیچچهدیده

توان2 به 2طرف

xحسب yبر
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تابع: دو ترکیب وارون
و وارون ها تابع تک ،تک کنیم وارون را دوتابع ترکیب *اگر

شود. می عوض آنها جای

   ,fog g of gof f og
 

    
1 11 1 1 1

مقدار ابتدا ، تابع مقدار کردن پیدا داخلیراx*برای تابع در

می جایگزین خارجی تابع در را حاصل دهیم.سپس می قرار

کنیم

(29ص7)تمرین

اگر   ,f x x g x x  
1 33
8

بدست را زیر مقادیر

. آورید

   ) fog



1

1 5 

:حل

یابیم. می را تابع دو وارون ابتدا

 

 

x y

f x x y x y x

x y

y x f x x





       

   

    1

1 1 1
3 3 3

8 8 8
8 24

8 24 8 24

   g x x g x x  
33 1

یابیم: می را شده خواسته مقدار حالا

          

   f

fog g of g f





  

  

 

 

1

1

1 1 1 1

5 8 5 24 64 3

5 5 5

64 4

   ) f of  1 12 6

:حل

      

     
f

f of f f




  

  



  

1

1

1 1 1

5 8 5 24 64

6 5

8 64 24 600

   ) g of  1 13 5

یک:بهیکتابعبهآنتبدیل ویکبهیکغیرتابعیکدامنهکردنمحدود
اما .ستینهمریپذواروناشدنبکیبهکییتابعاگر*

بهکییتابعتوانیمتابع،کیدامنهکردنمحدودبایگاه

.آورددستبهکی

yدومدرجهتوابع* ax bx c  2بازهازکیهردر

,های , ,
b b

a a

    
    

   2 2
است. یک به یک

ص (29ص4تمرین28و27)مثال

 .ستندینکیبهکی ریزتوابع

دیبسازکیبهکییتوابعآنهادامنهکردنمحدودباالف(

.دیآوردستبهراآنهاوارون ضابطهب(

کنید.ج( رسم را توابع

 )f x x 21

:حل

تابعالف( f x x به2 هایدورا دامنه با محدودزیرتابع

و کنیم سازیمکیبهکییتابعمی .می

 , , , , , ,
b b

a a

                
   2 2

ازوارون ضابطهب( یکی در را هادامنهتابع , 


به

آوردست میمی

  
 

 
 

,

, , ,

, , ,

f

f f

f f

D

D R

x x y

D R

f x x y x

x y x y y x

f x x

 

  

     

 



     

    

       

  

1 1

2 2

1

xحسب yبر

xحسب yبر
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 )h x x x  22 2 2

:حل

تابعالف( h x x x  2 2 به2 هایدورا دامنه با تابع

ومحدودزیر کنیم سازیمکیبهکییتابعمی .می

 , , , , , ,
b b

a a

                
   

1 1
2 2

دامنهتابعوارون ضابطهب( از یکی در ,هارا  

به1

آوردست م:یمی
    

 

 

 

 
 

,

, , ,

, , ,

h

h h

h h

D

D R

x x y

D R

h x x y x

x y x y

x y y x

h x x

 

 


    

 



     

       

        

       

   

1 1

2 21

1 1

2

1

1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

 )f x x3

:حل

تابعالف( f x xهایدوبهرا دامنه با تابع

 , , ,   
 

و کنیم می کیبهکییتابعمحدود

سازیم .می
  

 

 

 

,

, , ,

, , ,

f

f f

f f

D x

D R

D R

f x x y x

f x x

 

  

    



    

   

 

1 1

1

 )g x x  24

 )h x x x  25 4 3

(29ص5)تمرین

تابع⑤ ی دامنه کردن محدود با f x x x  2 4 یک5

برد و دامنه و آورید بدست یک به یک راfتابع آن وارون و

آورید کنید.بدست رسم را تابع دو این و .

xحسب yبر
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دومفصل
مثلثات

تانژانت :اولدرس و تناوب
مثلثاتی :دومدرس معادلات

فصل :2بارم
اول دومنوبت شهریور/دینوبت

523
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مثلثاتی: تابع
نسبت شامل تابع گوییمهر می مثلثاتی تابع را مثلثاتی های

آن ترین ساده fکه x x( ) sinوf x x( ) cos.باشد می

های هایتابعویژگی ضابطه fبا x x( ) sinوf x x( ) cos:
تابع f*نمودار x x( ) sin:

x

y

 
 



3
2

2 2
1 1

تابع f*نمودار x x( ) cos:

x

y

 
 



3
2

2 2
1 1 1

معینی*هر فواصل در چون هستند متناوب آندوتابع نمودار

می تناوب دوره را فاصله این از یک هر شود.طول تکرارمی

حرف با و دهیمTگوییم می نمایش

Tتابع:تناوبدورة*  2

متناوب: تابع ریاضی *تعریف

مثبتیقیحقعددکیهرگاهمینامیممتناوبراfتابع

باشدTمانند هریبراکهیطوربهموجود
f

x Dداشته

م:یباش
   

 
 

f x T f x

x x

x x





 

 

 

1 2

2 2

)sin sin

)cos cos

fتناوب ةدورراتیخاصنیاباTمثبتعددنیترکوچک

نامیم می

مینیمم* و تابع:ماکزیمم 1max, 1min

تابع: برد و *دامنه
f f
D R    

 
1 1, ,  

های هایتابعویژگی ضابطه با
f x a bx c ( ) sinوf x a bx c ( ) cos:

مقدارa*ضریب میcو تاثیر تابع مینیمم و ماکزیمم روی

گذارد

گذاردb*ضریب می تاثیر تابع تناوب دوره روی

Tتابع:تناوبدورة*
b



2

مطلق قدر از بنابراین باشد مثبت باید تناوب توجه:دوره

کنیم. می استفاده

مینیمم* و تابع:ماکزیمم

a c max,a c  min

:aوc*مقدار

a c
c

a c

c a

  
  

   

 
  

2

2 2

max
max min

min

max min max min
,

تانژانت:1درس2فصل و تناوب

تغییرات

حداکثر

حداقل

حداکثر حداکثر

حداقل

تغییرات
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ودور وماکزیمممقادیرنوشتن داشتنتناوبهمینیمم ضابطه:با
ص) (40ص1تمرینو35مثال

زیرتوابعازیکهرمینیمم وماکزیمممقادیر وتناوبدورة

نمایید.مشخصرا

y)الف x 3 2 2sin( )   

:حل

a

y x b

c

a c

a c

T
b

 


 


  
  


     

        

  

3
3 2 2 2

2

3 2 1

3 2 5

2 2
2

sin( )

max max

min min

y)ب x 
1
4

cos( )

y )پ x   1sin( )

x )ت
y  8

3
cos( )

)الف y x 1 2 7sin

y)ب x


 3
2

cos

)پ x
y    2

2
sin( )  

)ت y x 
3

3
4

cos

ودور وماکزیمممقادیرنوشتن داشتنتناوبهمینیمم :نموداربا
کسینوس: و سینوس نمودار *تشخیص

محور ردyاگر ) تابع مینیمم یا تابع)ماکزیمم اکسترمم از ها

غیر است،در باشد،نمودارکسینوس نمودارشده اینصورت

است سینوس

*a b,منفی یا مثبت توانند می پس ، دارند مطلق قدر چون

باشند

:a*علامت

داشتیم ماکزیمم ابتدا اگر کسینوس و سینوس نمودار aدر

است داشتیممثبت مینیمم ابتدا اگر است.aو منفی

:b*علامت

بودن منفی یا زیراbمثبت است تاثیر بی کسینوس در

ماکزیمم ابتدا اگر سینوس در ولی خورد می را منفی کسینوس

aداشتیم b,داش مینیمم ابتدا اگر و علامتند aتیمهم b,هم

اگر نیستند.یعنی بگیریمaعلامت منفی باشدbرا مثبت باید
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ص)  (41ص4وتمرین35مثال
بنویسید. را شده داده نمودارهای از یک هر به مربوط ضابطة

:حل

نشدهyمحور رد ) تابع مینیمم یا تابع)ماکزیمم اکسترمم از ها

پس ، آمده ماکزیمم ابتدا چون و است ،نمودارسینوس است

a b,.علامتند  هم
T

a

c

T b
Tb



  



  

 
  

 
  

    

7 1
7 1

3
2 2

7 1
4

2 2
2 2 2

2

max , min ,

max min

max min

y a bx c y x    3 2 4sin sin( )

(40ص2تمرین)

تواب② از یک کنید.هر نظیر زیر نمودارهای با را شده داده ع

yالف( x sin)بy x 
1

2
2

cos

yپ( x 2sin)تy x 1 2cos





Max

Min
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داشتن با ضابطه ودور وماکزیمممقادیرنوشتن   :بتناوهمینیمم
(41ص3تمرین)

مقادیر③ و تناوب دورة با مثلثاتی تابعی ضابطة مورد هر در

بنویسید. شده داده مینیمم و ماکزیمم

T)الف  ,   3max  ,  3min

:حل

سینوس تابع ضابطه نکرده قید سوال بنابدر ، کسینوس راینیا

است. درست بنویسیم کدام هر ضابطه

a b,منفی یا مثبت توانند می پس ، دارند مطلق قدر چون

کنیم. می فرض مثبت را دو هر ما اینجا در که باشند

 

 

a

c

T b
Tb

  



 
  

 
  

    

3 3
3

2 2
3 3

2 2
2 2 2

2

max min

max min

y a bx c y x    3 2sin sin( )

یا

y a bx c y x    3 2cos cos( )

T )ب  3   ,   9max ,  3min

)پ  T  4  ,   1max ,  7min

T)ت



2

 ,   1max ,  1min

تانژانت:
ص) (37فعالیت

مثلثاتی دایره بر تانژانت محورسینوس*محور موازی و مماس

. است کسینوس محور بر عمود و

دهیم می امتداد را آن ،ضلع زاویه هر تانژانت کردن پیدا *برای

ت محور تابعتا مبدا از آن فاصله کند.سپس قطع را انژانت

یعنی درAتانژانت و مثبت بالا در که آوریم می دست به را

است. منفی  پایین
تانژانت :تغییرات

ص) (38کاردرکلاس

زاویة تغییر تغییربا نیز آن تانژانت کند.میمقادیر

افزایش تاازبا

2
،

تاازtanمقدار

می یابد.افزایش

افزایش ازبا

2
،تا

تاازtanمقدار

می یابد.افزایش

افزایش 3تاازبا
2

،

تاازtanمقدار

می یابد.افزایش

افزایش 3ازبا
2

2تا

مقدار ،tanازتا

می یابد.افزایش



و3ریاضی بوربورتهیه فاطمه 1درس2فصلتنظیم:

27

:تانژانتتابع
تابع f*نمودار x x( ) tan:

x

y

 
 

 

3
2

2 2

fتابعتناوبدورة* x x( ) tan:T 

تابع: برد و *دامنه

فرد مضرب که درنقاطی تانژانت تابع

2
نشده تعریف هست

xاست k k
  


 

    
 

3
2 2 2

, در, زیرا

مقدار نقاط وxcosاین شود می xصفر
x

x


sin
tan

cos
معنی

است: زیر صورت به وبردتابع دامنه .بنابراین ندارد

f f
D x x k k R




 
      
 2

/ , ,  

از ای مجموعه زیر هر و زیر مثل هایی بازه در تانژانت *تابع

است. صعودی اکیدا ها بازه این

   
  

       
       
       

3 3
0 2
2 2 2 2

, , , , , , ,

ص) (39کاردرکلاس

تابع بودن نزولی یا yصعودی x tanمجموعة در را

 


 
     

 

3
2

2 2
, کنید., بررسی

(40ص5تمرین)

کدامکدام⑤ و درست زیر جملات از است؟یک نادرست یک

دامنه در تانژانت تابع است.الف( صعودی اش

می بازهب( باشد.توان نزولی آن در تانژانت تابع که یافت ای

تانژانت تابع باشد،پ( شده تعریف آن در که بازه هر در

است. صعودی

:tanوsinمقایسه
(40ص6تمرین)

زیر⑥ موارد در تانژانت، و سینوس محورهای به توجه با

کtanوsinمقادیر مقایسه هم با نید:را

الف(
 

2
ب(   

  
3

2
2

:حل




 


 


 

 


 


  

   
  



      
   
 

2
3
2

2
3

2
2

sin tan

sin tan

  sin tan

تت

مثل

3و1ربع

4و2ربع

مثلثاتی دایره کل در

تغییرات
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کمان: برابر دو زوایای مثلثاتی های نسبت
نسبت مثل:یزوایبرخیمثلثات*مقدار معروف غیر ای

 15 22 5, / مثل:اییزواکمکبهتوانیمرا..., معروف

 30 45, .آورددستبه...,

یا سینوس مقدار شود می نصف یا دوبرابر کمان *وقتی

.مثلاً شود نمی نصف یا دوبرابر 15coکسینوس sکمک به را

معلوم 30coمقدار s.کردن نصف با نه اما یافت توان می

گیریم: می کمک زیر روابط از بنابراین
  

  

 

 



 

 

 

2 2

2

2

2 2

2

2 1 2

2 2 1

sin sin cos

cos cos sin

cos sin

cos cos

ص) (43مثال

15coمقدار sو15sin.بیابید را

:حل

 

 

  


 

   


2

2

2

2

30 1 2 15

3
1 2 15

2
3

1 2 15
2

3
1 2 3 2 3215 15

2 4 2

cos sin

sin

sin

sin sin

). است مثبت سینوس پس است اول ربع 15در ( 




 

   



30 2 15 15

1 2 3
2 15

2 2
1 1

2 3 15 15
2 2 2 3

sin sin cos

cos

cos cos

است.( مثبت کسینوس پس است اول ربع 15در ( 

(45ص1و2تمرین)

زاویهنسبت② برای را کسینوس و سینوس مثلثاتی های

22 آورید.به/5 دست

کنید① فرض 
5
13

cosوaحاصلزاویه باشد، حاده ای

به را زیر آورید.عبارات دست

2cosالف(

:حل

 



 

 
    

 

2

2

2 2 1

5 119
2 2 1

13 169

cos cos

cos

2sinب(

شکل: به توجه با

 

  



 



   

5 12
13 13

2 2

12 5 120
2 2

13 13 169

cos , sin

sin sin cos

sin

مثلثات:2درس2فصل یمعادلات

12

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مثلثاتی:معادلا ت
کییمثلثاتیهانسبتازیاطلاعاتآندرکهیامعادله*

.داردنامیمثلثاتمعادلهکیم،یدارمجهول هیزاو

سینوس مقدار وقتی مثلثاتی معادله *در x asinو

کسینوس x acosزاویه بایدجواب کردیم پیدا را x

که دارد جواب وقتی معادله این . بنویسیم را a  1 1

باشد.

مکمل زاویه دو *   ,برابر باهم هایشان سینوس

مثل: است   


 
  

 
30 180 30

6 6
, , ,

صورت به معادله x*اگر asin: باشد

x k
x a x

x k

 


  

  
    

  

2
2

sin sin sin

ص) (44مثال

xمعادله 
1
2

sin.کنید حل را

:حل

x k
x x

x k





 


   

     
     



21 6
2 6 2

6

sin sin sin

صورت به معادله x*اگر a sin: باشد

 x a x     sin sin

ص) (45مثال

xمعادله  
1
2

sin.کنید حل را

:حل

x k
x x

x k







 


   

       
     



21 6
2 6 2

6

sin sin sin

خاص:* های حالت

x x k  sin

x x k


   1 2
2

sin

x x k


    1 2
2

sin

کلاس) در (45صکار

xمعادلهالف(  2 3sin.کنید حل را

:حل

x x

x k
x x

x k







 

   


 

    
   


2 3 2 3

23 3
2 3 2

3

sin sin

sin sin sin

معادله xب(  4 8sin.کنید حل را

کلی های جواب توانیم می ، برابرشوند هم با سینوس اگردو *

عدد یک حتما سینوس برای نیست ولازم بنویسیم را معادله

آید دست به مشخصی
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ص) ص3تمرینو46مثال (48)الف(

xمعادله x2 3sin sin.کنید حل را

ل:ح

x k x x k
x x k

x k x x

 

 
 

     


   
    



2 2 3 2
2 3 2

2 2 3
5

sin sin

xالف(معادله

 3

2
sin sin.کنید حل را

ص) (47مثال

xمعادله  2 3 2sin.کنید حل  را

:حل

x x

x x

k
x k x

k
x k x



  


   
 

   

   


    


      



2 3 2 2 3 2

2
3 3

2 4
2

3 2
4 3 12

2
3 2

4 3 12

sin sin

sin sin sin

(48ص4تمرین)

مساحت④ با اگرسانتی3مثلثی است. مفروض مترمربع

آن ضلع دو ترتیباندازه چندسانتی6و2به آنگاه باشند، متر

خاصیت این با میمثلث ساخت؟ها توان

:حل

s ab 

 



     

1
2
1 3 1

3 2 6
2 6 2

sin

sin sin

مثلث در  به180 توجه با است.بنابراین

 
1
2

sin:داریم  30 150,

این با مثلث دو هایعنی ساختمیخاصیت .توان

ص) (47مثال

سرعت با را توپ هندبال بازیکن mیک s16هم تیمیبـرای

در که می8/12خـود پرتاب دارد قرار او رابطهمتری اگر کند.

توپ سرعت شدهvبین طی مسافت ثانیه(، بر متر )برحسب

پرتابdافقی زاویه و متر( باشد،به)برحسب زیر صورت

است؟ بوده چقدر توپ پرتاب زاویه آنگاه

v
d




2 2
10
sin

:حل

k k

k
k



 

 
   

   
   




  


    


      



216 2
12 8

10
12 8 10 1

2 2
256 2

2 2
6 12

2 2
6 2 12

( ) sin
/

/
sin sin

قرینه زاویه دو *  ,برابر باهم هایشان کسینوس

.ا ست

صورت به معادله co*اگر x as:باشد

x k
co x a co x co

x k

 


 

  
    

 

2
2

s s s

ص) (46مثال

coمعادله x 
1
2

sبازه در جوابها کنید.کدام حل را

   3 باشند., می

:حل

co x co x co x k
 

     
1

2
2 3 3

s s s

بازهkبه در ها جواب و دهیم می صحیح اعداد   3 را,

: با است برابر جوابها جدول .طبق یابیم می
 2

3
و


3

112k



 2

3





3




 2

3




 4

3
k


 2

3
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صورت به معادله co*اگر x a s:باشد

ازبا را مثبت مقدار به مربوط زاویه کنیمید کم

 co x a co x co      s s s

ل:امث

co x x x k



 
 
 

        
 

2
3

1 2
2

2 3 3
s cos cos

خاص:* های حالت

co x x k


   
2

s

co x x k  1 2s

co x x k     1 2s

ص) (48مثال

معادله co x co x  2 9 5s s.کنید حل را

:حل

 s s

cos cos

co x co x

x x 

  

   1212

2 9 5

2 9 5

co x x x k

co x



 
 

  
         

 


  


2
3

1 2
2

2 3 3

5

s cos cos

s

ص3تمرین)  (48)ب(

xب(معادله x  2 1cos cos.کنید حل را

:حل
cos coscos cos

cos

x xx x

x

    



22 2 1

2

2 1

2 1 cosx 1

 cos cos cos cosx x x x

 

    22 2 1

cos

cos cos

s s

x x k

x x

co x co x k




 



   





 
    


    


2

1
2 1

2

2
3 3

کسین اگردو های* جواب توانیم می ، برابرشوند هم با وس

یک حتما کسینوس برای نیست ولازم بنویسیم را معادله کلی

آید دست به مشخصی عدد

ص3)تمرین (48)پ(

xپ(معادله x 2cos cos.کنید حل را

:حل

cos cos
x k x x k

x x k
x k x x

 




     


  
   



2 2 2
2 2

2 2
3

بهد* را نسبتها باید مثلثاتی معادلات حل تبر نسبت دیلیک

کنیم

ص3تمرین) ث( و (48)ت

xت(معادله x  2 3 1cos sin.کنید حل را

xمعادلهث( x 2 1
4

cos sin.کنید حل  را

فاکتور

. قبول قابل بایدغیر زیرا a  1 1

خاص حالت
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ص) (47مثال

xمعادله x 
3
4

sin cos.کنید حل را

:حل

در طرف شود:2دو می ضرب

n

  sin cos

sin si sin

x x

x x

x k x k

k
x k x



 
 

   
 





  


    




      


3
2 2

4

3
2 2

2 3

2 2
3 6

2
2 2

3 2 6

کمکد* متمم زوایای از میتوانیم مثلثاتی معادلات حل ر

تبدیلگیریمب نسبت یک به را طرف دو کنیمو


 


 

 
  

 
 

  
 

2

2

sin cos

cos sin

ص3تمرین) (48)ج(

xج(معادله③ x 2sin cos.کنید حل را

:حل

اول: روش الف(

 

cos sinsin cos

sin sin sin sin

sin

sin

x xx x

x x x x

x x k

x k
x

x k








 

  

      


    




   
    

     

22 1 2

2 2

2

1 2 2 1

1 2
2

2
1 6
2 2

6

دوم: روش ب(

sin cos

sin cos

cos cos

x x

x x

x x x k x

k
x k x x

x k x x k



 


  


 
 

 
  

  

   
        

   


     


      


22

2 2 2
2 2

2
2 2

2 3 6

2 2 2
2 2
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سومفصل
نهایت بی در حد و نهایت بی حد

نهایت :اولدرس بی حد
نهایت :دومدرس بی در حد

فصل :3بارم
اول دومنوبت شهریور/دینوبت

522
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جمله چند پذیری برایبخش )ها )x a:
 

 

     

f x x a

Q x

R

f x x a Q x R



    

جای به اگر تقسیم داریم:aبگذاریمx*دررابطه ،

       f a a a Q a R f a R     

انجام بدون تقسیم مانده باقی آوردن دست به برای *بنابراین

ومقدار دهیم می قرار صفر مساوی را علیه مقسوم ابتدا تقسیم

جای به مقسوم در را آمده دست بهxبه را حاصل و گذاشته

آوریمدست می

*نتیجه:اگر f a آنگاه f xبر x aپذیر بخش

است.

(57ص1تمرین)

چندجمله① دهید نشان )ایالف( )f x x x  3 22 بر1

جمله xایدو  است.بخش1 پذیر

به تقسیم،ب( )کمک )f xحاصل صورت به ضربرا

ها)تجزیه(بنویسید.عامل

:حل

   ( )

x x

f R

    

            
3 2

1 1

1 2 1 1 1 2 1 1

x 32 x x

x

  



2

3

1 1

2 x x x

x

  



2 2

2

2 2 1

x



2

1

x

x



1

x 1
     f x x x x   21 2 1

کلاس) در (51ص3و1کار

چندجمله① دهید نشان )ایالف( )f x x x  23 5 2

جمله دو )ایبر )x  است.بخش2 پذیر

تقسیم، کمک به )ب( )f xحاصل صورت به عاملرا هاضرب

بنویسید.

جمله③ چند دهید )اینشان )f x x x x   3 22 5 3 1  

جمله دو xایبر  است.بخش2 پذیر

حد:* مفهوم یادآوری
شدن نزدیک یعنی آن*حد به که عدد، یک به زیاد بسیار

کردن» .«میل گوییم می

مقدار* وقتی یعنی حد عبارتی شودaبهxبه می نزدیک

مقدار کند( می شود.)حدy)میل می نزدیک عددی چه به

رفتار نقطهyیعنی مجاورت در صورتaتابع به (که

 lim
x a
g x l


نویسیم .می

xبهاز راست شود.aسمت می xنزدیک a

xب چپ سمت شود.aهاز می xنزدیک a

xچپ و راست سمت هردو شودaبهاز می xنزدیک a

مورد،* سه هر رسد.aبهxدر نمی آن به ولی شود می نزدیک

حداین وجود که*شرایط وراستاست چپ در تعریفaتابع

باشد. برابر و موجود راست و چپ حد و باشد شده

نهایت:1درس3فصل بی حد
مقسوم

مانده باقی

قسمت خارج

علیه مقسوم

تقسیم رابطه
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تابع *حد lim
x a
g x l


تابع مقدار به f aبستگی اصلا

رد.ندا

محور روی ابتدا ، نمودار روی از حدتابع تعیین یکx*برای ها

نقطه راست سمت در نقطه یک و چپ سمت در انتخابaنقطه

کند قطع را نمودار تا کنیم می خارج عمود خطی آنها از و کرده

محور به را نقاط (yآنگاه )حدودی را نقطه عرض و عمود ها

دارد. حد تابع آنگاه بود یکسان عددها اگر خوانیم می

کسری: توابع حد
جای* به ابتدا ، کسر یک حد کردن پیدا راaمقدارxبرای

وجود به زیر های حالت از یکی که دهیم می آید:قرار می

1.
عدد

𝟎≠عدد

𝟎
.2

𝟎
3.

𝟎≠عدد

𝟎
4.∞

∞
و

عدد

∞

1.

مقدار گذاری جای از ،حالتxدرaاگربعد
عدد

𝟎≠عدد
داشته را

همین با حد حاصل آنگاه گذاریباشیم آعدد می دست .به ید

ص) (51مثال

limمقدار
x

x x

x

 



2

5

3 2
1

کنید محاسبه را

:حل

lim
x

x x

x

   
  

 

2

5

3 2 25 15 2 12
2

1 5 1 6

2.

مقدار گذاری جای از (را،حالتxدرaاگربعد مبهم )حالت

ح آوردن دست به برای آنگاه باشیم بهداشته باید حد اصل

از زیر،3یکی ابهامروش کنندهرفع صفر عامل یعنی کنیم

 x aاز و کنیم حذف سپس و پیدا مخرج و صورت از را

بگیریم: حد شده ساده تابع

اتحادها( ، گیری فاکتور ازتجزیه) استفاده با ابهام رفع الف(

ازتقسیم استفاده با ابهام رفع ب(

یا مزدوج در ازضرب استفاده با رادیکالی توابع ابهام رفع ج(

لاغر و چاق

مزدوج: اتحاد   a b a b a b   2 2 

لاغر: و چاق اتحاد
   
   

a b a b a ab b

a b a b a ab b

    

    

3 3 2 2

3 3 2 2

اتحادها( ، گیری فاکتور ازتجزیه) استفاده با ابهام رفع الف(

ص) (51مثال

limارمقد
x

x

x x



 

2

21

1
2

کنید محاسبه را

:حل

 

lim
x

x

x x

x x



 
 

  

  

2

21

1 1 1
1 1 22

1 1

الف (53ص)کاردرکلاس

limمقدار
x

x

x x





2

23

9
3

کنید محاسبه را

ازتقسیم استفاده با ابهام رفع ب(

کمک تقسیم از کنیم تجزیه نتوانیم اتحاد و فاکتور کمک به اگر

گیریم .می

ص) (52مثال

limمقدار
x

x x

x

 



3 2

32

2 3 4
8

کنید محاسبه را

یا

تابع حد 
x x

f x
x

 




3 2

3

2 3 4
8

نقطه در xرا  2

کنید. محاسبه وجود درصورت

کننده صفر عامل

مزدوج

عدد

عدد ≠ 𝟎
 

𝟎

𝟎
  

مشترک جمله
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:حل

 

lim x

x

x x

x

x x





 




   

3 2
2

32

2 3 4
8

2 2

lim
x

x x

x

 




3 2

32

2 3 4
8

x 32 x x

x

  



2

3

3 4 2

2 x x x

x

  



2 2

2

4 2 2

x



2

4

x

x

 2

2 4

x2 4
   x x x x x     3 2 22 3 4 2 2 2

ب (53ص)کاردرکلاس

limمقدار
x

x x

x x

 

 

2

21
2

4 4 1
2 1

کنید محاسبه را

(57ص2تمرین)

کنید.② محاسبه وجود صورت در را زیر حدهای

lim
x

x x

x





2

21
2

2
4 1

)الف

lim
x

x x x

x

  



3 2

25

4 4 5
25

)ب

lim
x

x x

x x x

 

  

2

3 24

3 4
4 4

)پ

رادیک توابع ابهام رفع مزدوجج( در ازضرب استفاده با الی

لاغر و چاق یا

فرجه با رادیکالی عبارت آن2اگر داشتیم مخرج یا صورت در

فرجه با رادیکالی عبارت واگر کنیم می ضرب مزدوجش در را

ضرب3 لاغرش یا چاق در را آن داشتیم مخرج یا صورت در

. کنیم می

ص) (52مثال

تابع(1 حد 
x

g x
x

 




2 1
5

طول به نقطه در xرا  5

کنید. محاسبه وجود درصورت

:حل

 lim
x

x
x x

x

 
    

5

2 1
5 5

5

تابع(2 حد 
x x

h x
x






2

3

8

2
در xرا  وجود8 درصورت

کنید. محاسبه

:حل

 lim
x

x x
x x

x


    



2

38

8
8 8

2

کننده صفر عامل

تقسیم

لاغر( و مجموع)چاق مکعب

کننده صفر عامل

کننده صفر عامل

فاکتور

مزدوج در ضرب

چاقش در ضرب
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ص) (53کاردرکلاس

کنید. محاسبه وجود صورت در را زیر حدود

lim
x

x

x x



 

2

1

1

2 3
)ت

lim
x

x x

x x



 21 2
)ث

lim
x

x

x x



 

3

21

1
3 2

)ج

(57ص3تمرین)

به③ وجود، صورت در را زیر آحدود ورید.دست

lim
x

x x

x x

 

21

2 1
)الف

lim
x

x

x



 

2

3

9

2 1
)ب

lim
x

x

x




38

2 16

2
)پ

آن: انواع و همسایگی
همسایگی: *تعریف

مثل عددی بازxهمسایگی بازه ،یک ,a bاست. 

هم طورمثال، عددبه بازه3سایگی ,2 باشد5 می

عدد اطراف همسایگی بیشمار های3البته بازه مثل داریم

         , , , , , , , , / , / ,...2 5 2 4 4 1 4 2 5 3 5

همسایگی: *انواع

راست1 چپ2.همسایگی محذوف3.همسایگی .همسایگی

راست1 :.همسایگی

مثل عددی راست بازxهمسایگی بازه ،یک ,x x r

 .است

چپ:.همسایگی2

مثل عددی چپ بازxهمسایگی بازه ،یک ,x r x

 .است
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عدد راست همسایگی طورمثال، بازه3به ,3 همسایگی4 و

عدد ,هباز3چپ
 
 
 

3
3

2
باشد می

محذوف3 .همسایگی

مثلمحذوفهمسایگی ،مجموعهxعددی   ,a b x 

حذف یعنی بازهxاست از ,a b

عدد محذوف همسایگی طورمثال، همجموع3به

 ,
 

 
 

5
4 3

2
باشد می

:حدنامتناهی
وجود شرط که دانیم راست*می و چپ حد که اینست حد

باشد. برابر و موجود

,حد*  می محسوب نماد یک و نیستند اعدادحقیقی

نهایت بی مساوی حدی، جواب اگر حال شوند ،میشود

ندارد حد نقطه آن در وتابع است. نامتناهی ، حد آن گوییم

   lim lim
x a x a
f x f x

 
   

از ,و  بگوییم که کنیم می استفاده این خاطر به

 f xتر بزرگ مثبتی مقدار هر از منفی مقدار هر از یا

کوچکتر شود می

رابطهمفهوم* lim
x a
f x


 :

که معناست این مقادیربه توان می f xمثبت عدد هر از را

که شرطی به کرد تر بزرگ بهxدلخواهی کافی قدر aبه

شودزدیکن محذوفاختیار درهمسایگی تابع شدهaو تعریف

باشد.

رابطهمفهوم* lim
x a
f x


 :

که معناست این مقادیربه توان می f xمنفی عدد هر از را

که شرطی به کرد تر کوچک بهxدلخواهی کافی قدر aبه

شود اختیار محذوفنزدیک درهمسایگی تابع شدهaو تعریف

باشد.

رابطهمفهوم* lim
x a
f x



 :

که معناست این مقادیربه توان می f xمثبت عدد هر از را

تر بزرگ کهدلخواهی شرطی به ازxکرد تر بزرگ مقادیر aبا

به کافی قدر شود.aبه اختیار نزدیک

: شکل روی از طرفه دو نامتناهی حدهای محاسبه
ص (56و54)مثال

دو هر راست و چپ حد

lim
x x

 
2

1

راست چپحد حد

lim

lim

x

x

x

x









 


 


2

2

1
2

1
2

حدچپحدراست

( )

( )

lim ( )

lim ( )

x

x

f x

f x





 

 

 

 

2

2

ص) (57تمرین

عبارت⑤ limالف( ( )
x
f x



 
2

توضیح معناست؟ چه به

دهید
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:حل

مقادیر توان می یعنی f xدلخواهی مثبت عدد هر از را

که شرطی به کرد تر ازxبزرگ کوچکتر مقادیر 2به2با

شود. اختیار نزدیک

limعبارتب( ( )
x
f x



 
2

توضیح معناست؟ چه به

دهید.

مانند تابعی نمودار بالاfپ( شرط دو هر در که کنید رسم را

دارد؟ جواب چند مسئله کند. صدق

(محاسبه 55 )ص شکل: روی از طرفه یک نامتناهی    حدهای

ضابطه روی از نامتناهی حد :محاسبه
3.

مقدار گذاری جای از xدرaاگربعد
عدد

،حالت
≠𝟎

𝟎
داشته را

، حد حاصل آنگاه .باشیم است

دارد. صفر حد بلکه شود نمی صفر مخرج اینجا در *توجه:

علامت :برای کنیم می توجه مخرج و صورت علامت به

عددمثبت

𝟎+
= +∞

عددمثبت

𝟎−
= −∞  

عددمنفی

𝟎+
= −∞

عددمنفی

𝟎−
= +∞  

علامتتوجه:* تعیین را مخرج باید ، مخرج صفر علامت برای

کنیم.

تمرین1کاردرکلاس) (57ص4و

کنید.حدود محاسبه را زیر

) lim
x

x

x


5

2
1

5
:حل

lim
x

x

x 


  
5

2 10
5

) lim
x

x

x 5

2
2

5
 

) lim
x x

1
3 

) lim
x x 1

1
4

1
 

( )
) lim
x

x

x 




22

3
5

4
:حل 

( )
lim
x

x

x 
 


  

22

3 6
4

راست حد

 lim
x a
f x



 

حدراست

 lim
x a
f x



 

حدچپ

 lim
x a
f x



 

چپ حد

 lim
x a
f x



 

𝟎≠عدد

𝟎
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lim
x

x

x



23

1 5
9

(6

)lim
( )x x




 43

1
7

3

:حل

lim
( )x x 

 
  

 43

1 1
3

  

پس دارد زوج توان مخرج کل استچون

  

lim
( )x

x

x



 21
2

4 1
2 1

(8

lim
( )x x  26

9
6

(9

lim
x x


2

1(10

) lim tan
x

x








2

11

:حل

sin
lim tan lim

cos
x x

x
x

x 
  

 

   

2 2

1

، مثلثاتی دایره به توجه با

cosاست مثبت اول ربع در

استپس

lim
cos

x
x




2

1
(12

lim tan
x

x





2

(13

lim
sinx

x

x


2

1(14

)lim
x x




1
15

:حل

lim
x x



 
  

1 1
 

داردپس مطلق قدر مخرج استچون

lim
x x 3

2

3
(16

یادآوری:*

lim n x n

x a
x n

x Z

  




 
 

 


1

lim
x a

x a a

x x a a

x a

x Z








  
 

    
    




1

[ ]
lim
x

x

x



3

3
3

(17

:حل

[ ]
lim

lim [ ]

x

x

x

x

x





 




  
   





3

3

3 2 3 1
3

2

[ ]
lim
x

x

x 1
3
3 1

(18

[ ]
lim
x

x

x



1
2

3

2 1
(19

حد

حد

حد
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نهایت بی :حددر
وقتی تابع x*حد زیر صورت دو از یکی به :است،

صفراست.(1 غیر عددی یا صفر

2)یا)ندارد وجود حد است)

رابطهمفهوم* lim
x
f x L


:

که معناست این به f xبه توان می دلخواه مقدار هر به را

Lکه شرطی به کرد اختیارxنزدیک بزرگ کافی قدر به

بازه در تابع شود.و ,a .باشد شده تعریف

رابطهمفهوم* lim
x
f x L


:

که معناست این به f xدلخو مقدار هر به بهرا توان می اه

Lکه شرطی به کرد منفیxنزدیک و کوچک کافی قدر به

شود. بازهاختیار در وتابع ,b.باشد شده تعریف

رابطهمفهوم* lim
x
f x


 :

که معناست این به f xمثبت عدد هر از توان می را

که شرطی به کرد تر بزرگ بزرگxدلخواهی کافی قدر به

بازه در تابع شود.و اختیار ,a .باشد شده تعریف

رابطه*مفهوم lim
x
f x


 :

که معناست این به f xمنفی عدد هر از توان می را

که شرطی به ترکرد کوچک کوچکxدلخواهی کافی قدر به

شود. اختیار منفی بازهو در وتابع ,b.باشد شده تعریف

*رابطه lim
x
f x


 :

که......................... معناست این به

*رابطه lim
x
f x


 :

که......................... معناست این به

: شکل روی از نهایت بی در حد محاسبه
در تابع x*وقتی به نهایت بی در آن نمودار دارد حد

افقی yخط Lکند می میل

ص (61و59و58)مثال

بیابید.ب را شده خواسته حدود توابع، نمودار به توجه ا

 

lim lim
x xx x 

 
1 1

lim
x
x


3

کلاس) در (62صکار

تساوی دوم طرف تابع، هر نمودار به توجه بنویسید.با را ها

lim ( ) ........
x

x


 2 lim)ب1 ....
x
x


2الف(

lim( ) ....
x

x


 2 1lim ....
x
x


2

نهایت:2درس3فصل بی در حد
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lim ( ) ........
x

x



 

1
1

2
lim)ت ( ) ....

x
f x


پ(

lim ( ) ........
x

x



 

1
1

2
lim ( ) ....
x

f x




lim ( ) ........
x
h x


ج(lim ( ) ....

x
g x


ث(

lim ( ) ........
x
h x


lim ( ) ....

x
g x




(64ص3و2تمرین)

بنو② را شده خواسته حدود توابع، نمودار به توجه  .یسیدبا

lim ( ) ....
x

f x


  

lim ( ) ....
x
f x




lim ( ) ....
x
g x




lim ( ) ....
x
g x




        

lim ( ) ....
x
h x




  
( )

lim ( ) ....
x

h x
 


1

تابعن③ شدهfمودار خواسته حدود است. مقابل شکل به

بنویسید. را

( )
lim ( )
x

f x
 1

lim)ب ( )
x
f x


)الف

lim ( )
x
f x

1
)ت

( )
lim ( )
x

f x
 1

)پ

lim ( )
x
f x


lim)ج ( )

x
f x

1

)ث

(63ص1تمرین)

تابع① از یک هر حدودنمودار سپس و کنید رسم را زیر های

به را شده آورید.خواسته دست

)الف

( )

lim ( )

lim ( )

lim ( )

x

x

x

f x
x

f x

f x

f x















1

)ب
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( )

lim ( )

lim ( )

x

x

x
g x

x

g x

g x





 
 

 





1
1

 

(64ص5تمرین)

رابطه⑤ از یک هر هستند؟الف( معنا چه زیربه های

lim ( )
x

f x


 1

lim ( )
x

f x
 

 2

مانند تابعی نمودار راfب( الف ویژگی دو هر که کنید رسم را

دارد؟دا جواب چند مسئله باشد. شته

ضابطه: روی از نهایت بی در حد محاسبه
و.4

:1قضیه*

باشد:nاگر طبیعی عدد

lim , lim
n nx xx x 
 

1 1

ای: جمله چند توابع در پرتوان *قاعده

xوقتی توانیم می بزرگتریناست عبارت کل جای به

بگیریم.xتوان نادیده را بقیه و داریم نگه ضریبش با را

   lim lim , lim limn n

x x x x
f x ax f x ax

   
 

قضیه *2:

وnاگر طبیعی صفرباشد:aعدد غیر حقیقی عدد

پرتوا کسری:*قاعده توابع در ن

xوقتی جای به مخرج و صورت در توانیم می است

توان بزرگترین عبارت بقیهxکل و داریم نگه ضریبش با را

آنگاه: بگیریم. نادیده را

حد، و داریم حد باشد برابر مخرج و صورت درجه الف(اگر

است صفر غیر عددی

یعنیب( نداریم حد باشد بیشتر ازمخرج صورت درجه اگر

شودیاحاصل می

حد، و داریم حد باشد بیشتر ازصورت مخرج درجه ج(اگر

است صفر عدد

کلاس) در صکار (64ص4تمرین63و60ومثال

کنید. محاسبه را زیر حدود

lim
x

x x

x x

 

 

2

2

7 4 1
3 5 6

(1

:حل

lim lim
x x

x x x

x x x 

 
 

 

2 2

2 2

7 4 1 7 7
33 5 6 3

lim
x

x

x





3 2
1

(2

lim
t

t

t t





2

2

1 5
3

(3

lim
x

x x

x x x

 

 

3

3 2

2 5 4
7 11 6

(4

lim
x

x

x





2 1
3 1

(5

∞

∞
عدد 

∞
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lim
x

x x

x x 

 

 

2

2

2 3 1
5 3

(6

lim
x

x x

x x x

  

 

3

3 2

6 7 9
2 4

(7

lim
x x 

1
2 3

(8

lim
x x 

1
2 3

(9

lim
x

x

x x 



 3

5 4
8

(10

       lim ( )
x x


3

7
9(11

lim
x

x

x







2

1
3

4
5

(12

 lim
x

x x


  22 3 5(13

lim ( )
x

x x


  3 21
7 6

2
(41

lim
x

x x

x





2

3
(15

lim
x

x


2 1
4

(16

 lim
x

x x x


   3 22 4 5 9(17

lim
x

x x

x 

 



7 2

3

4 5
2 9

(18

lim
x

x x x

x x

 

 

5 3

2

2 6
5 1

(19

کلاس) در (60ص2کار

در② آن حد که بزنید مثال تابعی )برابرالف( )1.باشد

در آن حد که بزنید مثال تابعی باشد.100برابرب(
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چهارمفصل

مشتق

مشتقمفهومابآشنایی :اولدرس

پیوستگیوپذیریمشتق            :دومدرس
:سوم تغییرآهنگ             درس

فصل :4بارم
اول دومنوبت شهریور/دینوبت

7655تاصفحه3
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خط: شیب یادآوری
تانژانتخطشیب* مثبتجهتباخطکهاستایزاویه،

سازد.میهاxمحور

معادلهبیشآوردندستبهیبرا* نقطهدوازکهیخطو

:میکنیماستفاده ریز  رابطهازگذردیم

 ,
y y

m y m x x y
x x


   



2 1
1 1

2 1

(66ص1فعالیت)

 وآوریددستبهراشدهدادههایخطازیکهرشیب①

؟استمنفییککدام ومثبتیککدامکهکنیدمشخص

منحنی: بر مماس خط
است:خط زیر شرایط دارای مماس

نباشد..1 دار گوشه و تیز ، باخط تماس نقطه در منحنی

2.، باخط تماس نقطه در )منحنینباشد.توخالیمنحنی

باشد( پیوسته

3.، باخط تماس نقطه در مشترکمنحنی نقطه دریک فقط

باشد(باشد. نداشته قائم مماس (

(67ص1مثال)

های مشخصd4تاd1خط را مماس های خط و درنظربگیرید را

کنید.

منحنیشیب بر مماس :خط
تابع*د نمودار ر y f xنقطه  ,A a f aیرورا

دیگرازکهیهایخط .میریگمینظردریمنحن نقاط به

را کنیم می وصل قاطعکیمنحنی هرچهنامیم.یمخط

باشدنزدیکAبه هطنق مماسخطبهABقاطعخط ،تر

تر شودمیشبیه

درکردنمیلمفهوممثل،نقطهبهAنقطهشدننزدیک*

به.استحد است قاطع های خط حد ، مماس خط بنابراین

که Bشرطی Aکند میل

مماس*شیب کهخط وقتی است قاطع خط شیب حد همان

B Aکندمیمیل.

خط شیب همان هم است*مشتق مماس

مشتقمفهومباآشنایی:1درس4فصل
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مورب)* مماس خط (:مایلشیب

خط1 محورمماس(اگر مثبت جهت بسازد،xبا تند زاویه ها

است مثبت بیشتروشیب شیبش شود تر عمودی خط چه هر

شود می

خط2 مثبتمماس(اگر جهت بسازد،xمحوربا باز زاویه ها

منفی کمترشیب شیبش شود تر عمودی خط چه هر و است

شود می

محورشیب* قائم)موازی مماس :ها(yخط

محور مثبت جهت با خط زاویهxاگر قائمهها 90،بسازد

است نشده تعریف شیب

افقی مماس خط محور*شیب :ها(x)موازی

محور مثبت جهت با خط زاویهxاگر صفحهها نیم 180

صفراستبسازد، شیب

(75ص7و5و4و3و2تمرین)

شیب با را زیر منحنی روی شده داده شدهنقاط ارائه های

کنید. نظیر جدول در

نموداربرای( )y f xشیب زیر شکل شدهدر داده های

کوچک«ج»تا«الف»از از بزرگرا به کنید.ترین مرتب ترین

نقطه در نمودار شیب  Aالف(

نقطه در نمودار شیب  Bب(

نقطه در نمودار شیب  Cپ(

خط شیب  ABت(

خط شیب yث(  2  

خط شیب yج( x 

ازشیب شده داده ترتیب«ج»تا«الف»های به وm1را

m2و ... بگیرید.m6و نظر در

نموداربا گرفتن نظر طولfدر به نقاط شکل، هایدر

, , ,d c b aو eمشتق با کنید.را نظیر جدول در شده داده های

,نقاط⑦ , , ,E D C B AوFنظر در زیر منحنی روی را

گزارهمی کدام نقاط این در منحنی شیب مورد در گیریم.

است؟ نادرست یک کدام و درست

است. مثبت نقاط این همه در منحنی شیب الف(

ب(
A B
m mنقطه در منحنی بر مماس خط باA)شیب را

A
mداده ایم(نمایش

پ(
E B A
m m m  

نقاط در منحنی شیب D,ت( FوC.است منفی

ث(
F D C
m m m  

ج(
C D F E B A
m m m m m m     

مانند ,نقاطی , , , ,F E D C B AوGنمودار روی را

( )y f x: که طوری به کنید مشخص
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نقطهAالف( بر، مماس خط شیب که است نمودار روی ای

است. منفی آن در نمودار

مقدارنقطهBب( و تابع مقدار که است تابع نمودار روی ای

است. منفی آن در مشتق

صفرنقطهCپ( آنجا در تابع مقدار که است نمودار روی ای

است. مثبت آن در مشتق مقدار ولی است

صفرنقطهDت( آنجا در مشتق که است منحنی روی ای

است.

نقاط مشتقFوEث( که هستند منحنی روی متفاوتی نقاط

دارند. یکسان

مثبتنقطهGج( آنجا در تابع مقدار که است منحنی روی ای

است. منفی مشتق مقدار ولی

تابع مشتق نقطهfتعریف :aدر
تابع نقطهf*مشتق باaدر را آن که f aدهیم می نشان

تابع منحنی بر مماس خط شیب با برابراست y f xدر

xنقطه a:یابیم می زیر های رابطه از را آن مقدار

   

   

* ( ) lim

( ) lim

x a

h

f x f a
f a

x a

f a h f a
f a

h






 



 
 

برروشدواینازیکیاستممکنمختلف،هایموقعیتدر*

.دباشداشتهبرتریمحاسباتبودنترسادهدلیلبهدیگری

ابهام* دارای همیشه مشتق تعریف وحدهای است

را آن کنیم.باید ابهام رفع

ص (72)مثال

)بعتامشتق )f x x x  2 ازرا10 استفاده تعریفبا

طول به ای نقطه در xمشتق  .آوریددستبه3

:حل

( ) ( )f       23 3 10 3 9 30 تابع21 :مقدار

 
   

lim
f x f

f
x





x 3

3
3

3
تابعشتق:م

lim xx x

x


 


x

2
3

3

1 21
3
0

 
lim

x





x 3

3  
x

x 



7

3
 lim x


  

x 3
7 ابهام:4 رفع

 f  3 4

ص (73)مثال

)اگر )f x x 2،( )f  به3 روش دو به آورید.را دست

:اول:حل روش

( )f  23 3 تابع9 :مقدار

 
   

lim lim
f fx x

x x
f

 


  








x x

2

3 3

3 9
3

3 3
قشت:م

 
lim

x





x 3

3  x

x





3

3
 lim x


 

x 3
3 ابهام:6 رفع

 f  3 6

دوم: روش

( )

( ) ( )

f

f h h h h

 


  



  

2

2 2

3 3 9

6 93 3

   
( ) lim

h

f h f
f

h

 
 

3 3
شتق:م3

lim
h

h h


 


2 6 9 9
lim
h

h h

h h


 

2 6

lim
h

h



 h

h

 6
 lim

h
h


  6 ابهام6 رفع

 f  3 6

(76ص6تمرین)

اگر( )f x x 3 2،( )f  1به آورید.را دست
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مماس خط منحنی:معادله بر
مماس* خط باشدمعادله می خط معادله شبیه منحنی بر

بنابراین:

 y m x x y  1

 ( )y f a x a f a




 
   

 

عرض

نقطه

طول

نقطه

مماس شیب

تق()مش

ص (72)مثال

تابع منحنی بر مماس خط معادله f x x x  2 را10

نقطه در  ,A f2 بنویسید.2 تابع نمودار بر واقع

:حل

بیابیم.مماسشیببایدابتدا را است تابع مشتق همان که

( ) ( )f       22 2 10 2 4 20 تابع:مقدار16

 
   

lim
f x f

f
x





x 2

2
2

2
تابعشتق:م

lim xx x

x


 


x

2
2

2

1
2
0 16

 
lim

x





x 2

2  
x

x 



8

2
 lim x


  

x 2
8 ابهام:6 رفع

 f  2 6

شیب به توجه با حالا 6نقطه و ,2 را16 مماس خط معادله

نویسیم: می

 y x y x     6 2 16 6 4

کلاس) در (72صکار

تابع منحنی بر مماس خط yمعادله x 2 نقطه3 در ایرا

طول بنویسید.-2به

(75ص8و1تمرین)

اگر( )f x x x  23 2 1،( )f  به2 ورا آورید دست

منحنی بر مماس خط نقطهfمعادله در طولرا به واقع2ای

بنویسید. آن بر

تابع روبهfبرای شکل :در داریم )رو ) /f  4 1 و5

( )f 4 نقاط25 مختصات شکل به توجه B,با AوCرا

بیابید.

:حل

   
 

,

/

/ /

/ /

/ /

c
c

B

f A

f

y
AC y

y
AB y

B C

 

 


     

    
 

5

4 25 4 25

4 1 5

25
1 5 23 5

3 4
25

1 5 26 5
5 4

5 3
26 5 23 5
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تابع پذیری :مشتق
نقطه* یک در تابع اگر پس است مماس خط شیب همان مشتق

درس ( مماس خط آن1شرایط در تابع گوییم می داشت را )

پذ مشتق است.نقطه یر

تابع* آنکه xدرfبرای aشرط دو باید باشد، پذیر مشتق

باشد برقرار :زیر

باشد.1 پیوسته  تابع

باشد)عددباشد(.2 برابر و موجود راست و چپ مشتق

راست مشتق و چپ :مشتق
نقط یک در چپ مماس نیم شیب همان چپ: است.*مشتق ه

دهیم: می نمایش زیر صورت به که

   
( ) lim

x a

f x f a
f a

x a



  



نقطه یک در راست مماس نیم شیب همان راست: *مشتق

دهیم: می نمایش زیر صورت به که است.

   
( ) lim

x a

f x f a
f a

x a



  



کلاس) در (82صکار

شکل یادر نقطه کدام در تابع هر که کنید مشخص زیر های

مشخص مشتقنقاط نیست.شده پذیر

:نقاطحل,x x2 3
،:نقطهحلx3،

است ای گوشه نقطه زیرا است. ناپیوسته نقاط این در زیرا

نقاط:حل,x x2 3
،

دارد.زیرا قائم مماس

(90ص4تمرین)

: آن مشتق که کنید رسم را تابعی نمودار

صفر برابر نقطه یک در الف(

شود.

در xب(  شود.3برابر2

باشد مثبت نقاط تمام در یکسانپ( نقاط تمام در ت(

باشد.

منفی نقاط تمام در ث(

باشد.

یوستگیپوپذیریمشتق:2درس4فصل
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ناپیوستگی دلیل به تابع نبودن پذیر :مشتق
در تابع xاگر aنمی )چون ندارد هم مشتق نباشد، پیوسته

کنیم( رسم مماس پیوس.بنابراینتوانیم پذیر، مشتق تابع تههر

مثل: ناپیوسته توابع است

دامنه1 مرزی نقاط در ای ضابطه چند .توابع

.توابع2 f x x   صحیح نقاط در

.توابع3 f x xدرصفر

(77صفعالیت)

،مشتق مشتق تعریف از استفاده تابعبا نقطهfپذیری در را

x  کنید.2 بررسی

( )
x x

f x
x

 
 



2 2
1 2

:حل

 

 
    x

x

x

f

x

xf x f
f

x
x

x















 
  

 
  

  
   



2

2

2
2

2

2 1

1 3
22

2
2

1 3
2

lim

lim

lim

کلاس) در (78صکار

مشتق مشتق، تعریف از استفاده تابعبا نقطهgپذیری در را

x  کنید.1 بررسی

( )
x x

g x
x x

 
 

 

2 1
1 1

(91ص13و6تمرین)

تابعمشتق )پذیری )
x x

f x
x x

  
 



2 3 1
2 1

در را

xنقطه  کنید.1 بررسی

)اگر )
x x

f x
x x

 
 



2

دهید )نشان )f

و( )f




ولی )موجودند )f .نیست موجود

:حل

به تابع نبودن پذیر قامشتق مماس یا گوشه داشتن :ئمدلیل
است پیوسته پذیر، مشتق تابع هر پیوسته،* تابع هر ولی

ولی اند پیوسته که دارند وجود توابعی نیست.یعنی پذیر مشتق

زیر صورت به آنها راست و چپ مشتق و نیستند. پذیر مشتق

است:

گوشهنقطه)باشندنابرابرولی (متناهی)موجوددوهر (الف

(ای

(ایگوشهنقطه)باشدنامتناهیدیگری ومتناهییکی (ب

.باشندنامتناهیدوهر (پ

ندارد fوجود  2( )

ندارد fوجود  ( )
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ای،*تمام گوشه ( شکستگی نقاط مطلق قدر داخل های ریشه

مشتق تعدادنقاط تعیین برای بنابراین تابعند، دار( زاوای

مشخصناپذیری را مطلق قدر داخل ساده های تعدادریشه باید

نت کنیم.یجهکنیم.در گیری مشتق و حذف را مطلق قدر باید

(91ص8تمرین)

اگر( )f x x 2 مشتق،4 تعریف کمک به

طولfپذیریمشتق به نقاط در کنید.-2و2هایرا بررسی

:حل

ص (79)مثال

تابعمشتق )پذیری )f x x 2 نقطه1 در xرا  1

مماس نیم کنید.معادله دربررسی چپ و راست xهای  را1

بنویسید.

کلاس) در (79صکار

تابع مشتق که دهید )نشان )f x x 2 xدر1  1 

مم نیم معادله نیست. بنویسید.اسموجود را چپ و راست های

(90ص2تمرین)

نقطه در شده داده توابع چپ و راست مشتق محاسبه Aبا

نقطه در توابع این که دهید نشان ،Aنیستند.مشتق پذیر

:حل

 

 
x x

x x

A

x
f

x

x
f x

x

 

 


 


 

  
     




 
   



2

1 1

,

( ) lim lim

( ) lim lim
ندارد )وجود )f  

ندارد fوجود  2( )

ندارد fوجود   2( )
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ص (80)مثال

تابعمشتق )پذیری )f x x
نقطه3 در xرا بررسی

کنید.

:حل
f   ( )

مشتق پس دارد قائم مماس

نیست پذیر

(91ص9)تمرین

تابع )مشتق )f x x
3 به2 آوردهرا مشخصدست و

نقطه چه در دارد؟کنید قائم مماس ای

(90ص1تمرین)

مانند مختلف تابع درgوfدو دو هر که بزنید مثال

x  مشتق2 نقطه این در ولی باشند نباشنپیوسته د.پذیر

مشتق: دامنه
اگر y f xبه مشتق تابع باشد،آنگاه حقیقی تابعی

شود: می زیرتعریف صورت

   
h

f x h f x
f x

h

 
 ( ) lim

دامنهوم از نقاطی تمام ها𝐟جموعه آن برای باشد′𝐟که موجود

دامنه نامیم.′𝐟را می

 f f
D D


 

ص (82)فعالیت

)اگر )f x x 2،

آورید.الف( دست به را آن دامنه و مشتق تابع

نمودارfنمودارب( fو .کنید رسم را

ص (84)مثال

)اگر )f x
x


1

،

کنید.fالف(نمودار رسم را

وب( مشتق آورید.تابع دست به را آن  دامنه

پ( f  مشتق3 تعریف وسپس مشتق تابع از استفاده با را

بیابید

ناپذیر مشتق نقاط
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کلاس) در (84صکار

)  اگر )
x x

f x
x

 
 



5 1
2 1

دامنه دامنهfالف( fو کنید محاسبه را

fضابطهب( به آورید.را دست

نمودارfپ(نمودار fو .کنید رسم را

(90ص3تمرین)

تابع( )

x x

f x x x

x x

  


  
  


2

5 4

3
6 3

. است شده داده

تابع نمودار کنید.fالف( رسم را

تابع نمودار به توجه با چراfب( که )بگویید )f و( )f  3

ندارند؟ وجود

ضابطه مشتقپ( بنویسید.تابع را

تابع نمودار fت( .کنید رسم را
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مشتق( مشتق)قواعد تعریف از استفاده بدون مشتق :محاسبه
.استصفربرابرنقطههردرثابتتابعمشتق.1

   f x c f x  

کنیم.2 می کم توان از یکی و ضرب ضریب در را توان

   n nf x ax f x nax    1

3) رادیکال زیر (2)رادیکال.)مشتق

   
a

f x ax b f x
ax b

   
2

4.
رادیکال زیر مشتق

3× رادیکال)√ 23(زیر

   f x x f x
x

  
3

3 2

1

3

اولی.5 دومیمشتق مشتق

   f x f g f x f g      

شود.6 می ضرب مشتق در .ضریب

       f x kf x f x kf x   

اولی7 در دومی دومی+مشتق در اولی .مشتق

   . . .f x f g f x f g g f     

مخرج8 در صورت صورت(–.)مشتق در مخرج مشتق

توان به 2مخرج

   
f f g g f

f x f x
g g

 
  

2

. .

(87و86و85صمثال)

تابع بهمشتق را زیر آوریدهای .دست

   

f x

f x

f x x

f x x

f x
x

f x x

f x x

g x x x x

h x x x x

x
t x

x














 

   

    






2

3

4

5 3

3 2

2

2
5
7

1

2
3

4 2 1

2 1 7 2

4
3 1

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

کلاس) در تمرین87صکار (92ص14و

تابع بهمشتق را زیر آورید.های دست

( )f x
x




1
4

)الف

( ) ( )g x x x 23 )ب5

( )
x

h x
x x


 22 1

)پ

( )
x x

f x
x

 


 

2 3 1
3 2

)ب

( )
x

f x
x



9 2

)ت

( ) ( )( )f x x x  33 2 )ث1
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مشتقgوfاگر② وتوابع باشند )پذیر )f 2 3،f  2 5( )

( )g 2 )و8 )g  2 )مقدار6 ) ( )fg  )و2 ) ( )
f

g
 را2

آورید.به دست

(92و91ص12و11و10و7و5)تمرین

توابع⑩ نظیرtوhوgوfنمودار آنها، مشتق نمودار به را

کنید.

برابر هم با آنها مشتق که بزنید مثال مختلف تابع سه

باشند.

:حل

صورتتواندمیهاجوابازیکیاست،بازپاسخمسئلهاین به

باشد: زیر

تابع نمودار از استفاده با )الف( )f x x x  2 2 3

به را زیر مقادیر مقابل( )شکل

صعود کنید.ترتیب مرتب ی

( )f  )و3 )f و( )f  1و( )f  2

تابع مشتق محاسبه با را ) الف ( در خود ادعای صحت ب(

( )f x x x  2 2 کنید.3 بررسی

کنید. رسم را مشتق تابع پ(

)اگر     )f  1 )و3 )g 1 است،5 )مطلوب ) ( )f g  و1

( ) ( )f g 3 2 1 

توابع     بگیرید.gوfنمودار نظر در زیر شکل در را

اگر )الف( ) ( ). ( )h x f x g x

است  )مطلوب )h 1،( )h و2

( )h 3

اگر ب(
( )

( )
( )

f x
k x

g x
،است )مطلوب )k 1،( )k )و2 )k 3

:حل

الف(

ب(



و3ریاضی بوربورتهیه فاطمه 2درس4فصلتنظیم:

58

مرکبمشتق زنجیری:-تابع قاعده
مثل و تابع ترین داخلی از شروع )یعنی زنجیری *قاعده

کنیم( می ضرب هم در را ها مشتق زنجیر،

تابع مشتق :fog*رابطه

        

   

fog x g x f g x

y f u y u f u


 

    

و) کلاسمثال در تمرین88صکار (92ص14و

تابع بهمشتق را زیر آورید.دستهای

 h x x x  
7

21 3 1) ( )

:حل 

x
y

x

 
    

5
2

2
3 1

)

:حل 

( ) ( ) ( )f x x x  2 31 5 1(3

( ) ( )
x

g x
x

 




8
2

3 1
5

(4

( ) ( )( )f x x x  2 33 4 2 5(5

:بازهیکرویپذیریمشتق
بازهf*تابع )روی , )a bهرگاهمشتق است نقطههردرپذیر

.باشدپذیرمشتقبازهاین

بازهf*تابع ]روی , ]a bهرگاهمشتق است بازهfپذیر در

( , )a bنقطه ودر باشد پذیر درaمشتق و راست bمشتق

باشد. داشته چپ مشتق

*اگر
f
D وfمشتق حقیقی عدد هر باشد،در پذیر

بازهfگوییم )روی , ) است.مشتق پذیر

کلاس) در (89صکار

بازهمشتق روی ]هایپذیری , )a bو( , ]a bمشابه طور به را

کنید. تعریف

بازهfتابع ]روی , )a bمشتق........... هرگاه است پذیر

بازهfتابع )روی , ]a bمشتق........... هرگاه است پذیر

(89صمثال)

)اگر )
x x

f x
x x

   
 

 

2 2 1
1 1

کنیدfنمودار رسم را

پذیری مشتق بازهfو روی ]هایرا , ]2 1،( , )1و[ , ]1 2

کنید. بررسی

:حل

بازه در ]*تابع , ]2 آن1 مشتق و پذیر استx2مشتق

بازه* در )تابع , )1آن مشتق و پذیر است1مشتق

بازه در ]*تابع , ]1 نیست2 پذیر درمشتق xزیرا  پیوسته1

نداردمشتق ونیست
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کلاس) در (89صکار

)اگر )

x x

f x x x

x x

   


    
   


2

2 4 1

1 1 2
5 2 5

رسمfنمودار را

پذیری مشتق و بازهfکنید روی ]هایرا , ]1 1،( , )2 و5

[ , ]o2.کنید بررسی

دوم: مرتبه مشتق
از تابع* y f x:

آیدگیریمبمشتقباریک.اگر1 می دست به اول مرتبه ،مشتق

داریم: و y f x پریم.افخوانیممی و

وگیریمبمشتقبار.اگردو2 آید می دست به دوم مرتبه ،مشتق

داریم: y f x زگوندافخوانیممی و.

ص تمرین90)مثال (92ص15و

تابع در f x x x  4 23 2 حاصل1 f x.بیابید را

:حل

)اگر )f x x x x  3 25 4 مقدار3 ،( )f  1را

آورید.به دست
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متوسط تغییر :آهنگ
باتغییرآهنگ* آنقاطعخطشیبمتوسط رابطه و است برابر

است: زیر صورت به

   f x f a

x a





متوسطتغییرآهنگ

ای لحظه تغییر :آهنگ
ایتغییرآهنگ* آندرمماسخطشیب ومشتقمقداربالحظه

است:برابراستنقطه زیر صورت به آن رابطه و

   
lim
x a

f x f a

x a





ایتغییرآهنگ لحظه

ص) (99و100تمرین

به④ متحرکی حرکت )صورتمعادله )f t t t  2 10

لحظه سرعت لحظه کدام در دراست. متوسط سرعت با بازةای

]زمانی , ]0 برابرند؟5 هم با

:حل

از⑦ پس باکتری توده جرمtیک دارای ساعت

( )m t t t  است.32 گرم

زمانی بازه در باکتری توده این جرم tالف( 3 گرم4 چند

می یابد؟افزایش

لحظه در باکتری توده جرم رشد آهنگ tب(  چقدر3

است؟

ظرفی⑧ لحظة40گنجایش در است. مایع tلیتر  0

می ایجاد ظرف در باقیسوراخی مایع حجم اگر درشود. مانده

از پس رابطهtظرف از )ثانیه )
t

V   240 1
100

آید:به دست

زمانی بازه در مایع حجم متوسط تغییر آهنگ ]الف( , ]0 1

است؟ چقدر

لحظه تغییر آهنگ زمانی، چه در تغییرب( آهنگ برابر حجم ای

بازه در آن ]متوسط , ]0 شود؟می100

ح① درجه زیر ازگراد)سانتیTرارتجدول شهری در را )

می18تا8ساعت نشان روز یک دهد.در

: را زمان به نسبت حرارت درجه متوسط تغییر آهنگ

تغییر:3درس4فصل آهنگ



و3ریاضی بوربورتهیه فاطمه 3درس4فصلتنظیم:

61

ازساعت ساعت8الف( آورید.به12تا دست

:حل

ساعت از ساعت12ب( آورید.به18تا دست

:حل

پاسخ رپ( کنید.ها تفسیر ا

:حل

 2متوسطسرعتباحرارتدرجه 12تا 8ساعتصبحاز

استحالدرساعتبرگرادسانتی تا 12ساعتاز وافزایش

1/متوسطسرعتباحرارتدرجه18 برگرادسانتی67

.باشدمی  کاهشحالدرساعت

وی② یک وسیله به که شهر یک جمعیت از آلودهکسری روس

شدهشده داده نشان زیر نمودار در ) هفته ( زمان حسب بر اند

است.

شیب خطوطالف( میdوlهای نشان را چیزهایی دهند.چه

کدام در آلودگی گسترش زمانب( از t,هاییک t 2 1 

tیا  است؟3 بیشتر

برای را ب قسمت t,پ( t 5 tو4  کنید.6 بررسی

:حل

خطالف( شهرجمعیتازکسریشدنآلودهسرعتlشیب

tدرایلحظهسرعت)ششمهفتهپایاندر  خطشیب و(6

dبیندرشهرجمعیتازکسریشدنآلودهمتوسطسرعت

بیندرمتوسطتغییرآهنگ)ششمتاچهارمهایهفته

.دهدمینشانرا (هفته 6تا 4لحظات

هایزماندرآلودگیگسترشخطشیببهتوجهبا (ب

,t t 1 .استافزایشحالدر3

هایزماندرآلودگیگسترشخطشیببهتوجهبا (پ

,t t 6 .استکاهشحالدر4

روبه③ کالانمودار نوعی تعداد فروش میزان نمایش )رو )N

صرف از است.tپس تبلیغ برای هزینه تومان میلیون

تغی آهنگ ازtبرحسبNیرالف( وقتی تا2،2تا1،1تارا

می4تا3و3 بهتغییر آورید.کند دست

:حل

مقادیر که وقتی تغییرات، آهنگ چرا شما نظر به افزایشtب(

است؟یابند،می کاهش حال در

:حل

استشدنکمحالدرکهقاطعخطوطشیببهتوجهبا

 .باشدمیکاهشدرحالتغییرآهنگبنابراین

کالافروشدرمشخصاندازهیکتاتبلیغاتهایهزینه

دربسزاییتأثیرهزینهازحدبیشافزایش .استاثرگذار

.نداردفروشمیزان
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درسکدام⑥ زیر عبارات از کدامیک و است؟ت نادرست یک

مانند تابعی متوسط تغییر آهنگ بازهfالف( ]در , ]0 همیشه1

است. نقطه در منحنی آن شیب از کمتر

همواره آن، متوسط تغییر آهنگ باشد، صعودی تابعی اگر ب(

است. صعودی

هم آن برای که ندارد وجود تابعی )پ( )f a  هم0 و
( )f a  0

ارتفاع⑤ به پُل یک از می11توپی پرتاب هوا به شود.متر

( )f tزمان در زمین سطح از توپ فاصله دهنده است.tنشان

کدام جدول میبراساس زیر مقادیر از راتواندیک توپ سرعت

زمان نظیر ارتفاع در که دهد؟4/0هنگامی نشان است ثانیه،

m/الف( s23/1)ب/m s91/14

m/پ( s5/11)ت/m s03/16
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پنجمفصل

مشتقکاربرد

تابع :اولدرس های اکسترمم
سازی            :دومدرس بهینه

فصل :5بارم
اول دومنوبت شهریور/دینوبت

-5/33
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یادآوری:
خطشیببانقطه،یکدرتابعهرمشتقکهدانیممی 4فصلاز*

.استبرابرنقطهآندرتابعنموداربرمماس
ص) (103کاردرکلاس

: بگیرید نظر در را زیر تابع

بازة در )الف( , )1 خطfکه7 شیب است، صعودی هایاکیداً

نمودار بر علامتfمماس بازه این در بنابراین است؛ مثبت ،

f .است ..........

بازةب( )در , )7 تابع12 خطکه شیب است، نزولی هایاکیداً

نمودار بر علامتfمماس بازه این در بنابراین است؛ ......... ،f 

است. ..........

بازةپ( )در , )12،تابع مقدارکه دارد، ثابت fمقدار برابر

است. ..........

کمک به تابع رفتار مشتق:بررسی
مشتق* های کاربرد از تابعیکی رفتار استبررسی

روش بر علاوه درهاییعنی که تابع1فصلی یک رفتار برای

عبارتیتعیین) به تابعیکنوایی یک بودن نزولی و (صعودی

توانیم می فصل این در راخواندیم تابع طریقرفتاریک از

کنیم بررسی گیری مشتق

پذیر* مشتق تابع میوقتی مشتق علامت طریق از است

کنیم. مشخص را تابع بودن نزولی یا صعودی توانیم

تابع: یکنوایی آزمون
fمقداراگرfدامنهازبازهیکدر (الف باشد،مثبت وموجود

استصعودیاکیداًبازهآندرfآنگاه

fمقداراگرfدامنهازبازهیکدر (ب باشد،ومنفیموجود

استنزولیاکیداًبازهآندرfآنگاه

fمقداراگرfدامنهازبازهیکدر (پ باشد،وصفرموجود

ثابتبازهآندرfآنگاه استتابعی

رفتار تعیین پیوستهتابعمراحل توابع :در
گیریم (1 می مشتق تابع از

یابیم (2 می را ها ریشه و دهیم می قرار صفر مساوی را مشتق

کنیم. (3 می علامت تعیین را مشتق تابع

م که هایی بازه است.در صعودی اکیدا تابع یعنی باشد + شتق

مشتق که هایی بازه است.-در نزولی اکیدا تابع یعنی باشد

ص) (104مثال

تابعالف( f x x x 3 صعودیاکیداًهاییبازهچهدر3

است؟نزولیاکیداًهابازهکدامدر و

:حل

بررس را تابع این رفتار روش ازدو اینجا روشدر کنیم می ی

.البته آموختیم یک فصل در که است تابع نمودار طریق از اول

اهدافزمرهدرکلیحالتدرسومدرجههایتابعنموداررسم

.نیستحاضرکتاب
نمودارروش تابعاول:

صعودیاکیداَ  

1,

نزولی اکیداَ 
 
1 1,

یصعوداکیداَ    

1,

فصل
تاب:1درس5 های عاکسترمم
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مشتقشرو تابعدوم:

گیریم: (1 می مشتق تابع از

   f x x x f x x    3 23 3 3

یابیم (2 می را ها ریشه و دهیم می قرار صفر مساوی را مشتق

 
x

f x x
x

  
      

 

2
1

3 3
1

کنیم.(3 می علامت تعیین را مشتق تابع

را تابع مقدار جدول سوم سطر بهدر ها ریشه ازای به

آوریم می دست

x
x

y
y x x

y




  
  

 

13
1

2
3

2

(112ص2و1تمرین)

از① بازه تابعبزرگترین )که )f x x x  3 12 در4

چرا؟ است؟ کدام باشد، اکید نزولی آن

:حل

ایبازهترینبزرگاین،بنابر.استمنفیبازهایندرمشتق

,ازاستعبارتاست،نزولیاکیداًآندرتابعکه 
 
2 2

تابع② تغییرات جدول تشکیل )با )g x
x


2

1
1

مشخص ،

بازه چه در تابع بازهکنید کدام در و اکید صعودی هاهایی

است؟ اکید نزولی

:حل

بازهتابع در , 

بازه0 در و صعودی ,اکیدا  


اکیدا0

است. نزولی

تابع:بحرانینقاط
بحرانی:* تابعنقطه دامنه درون یانقطه صفراست مشتق که

ندارد.  مشتق

شکل:* روی از بحرانی نقاط شناسایی

است صفر مشتق الف(

ندارد مشتق ب(

یک نقاط*در تمام در زیرا اند بحرانی نقاط ،تمام ثابت تابع

است. صفر مشتق

(112ص7تمرین)

مانند⑦ تابعی دامنهfنمودار کهبا طوری به کنید رسم را

از دلخواه نقطة هر
f
Dبحرانی نقطة یک ،fچند مسئله باشد.

دارد؟ جواب

11x

f 

22f

صعودی اکیدا صعودی نزولیاکیدا اکیدا
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روی* از بحرانی نقاط :ضابطهشناسایی

دهیم* می قرار صفر برابر و کنیم می پیدا را تابع مشتق ابتدا

بحرانی بازه انتهای و ابتدا شود تعریف بازه روی تابع *اگر

هستند

(112ص3تمرین)

صورت③ در را زیر توابع بحرانی بهنقاط آورید.وجود دست

  24( )f x xالف(

:حل

f x x f x


   2 2
4( ) ( )

x

2

x

x x
x

f x x
x




 


     



2 2

2

4 4

4
( )

تابع ,دامنه 
 
2 طول2 به نقاط پس باشد ,می ,2 2

هستند تابع بحرانی نقاط

  3 23 4( )g x x xب(


3( )h x xپ(

تابع :اکسترمم
تابع:*اکسترمم ماکزیمم یا مینیمم یعنی

اکسترمم :*انواع

نسبی اکسترمم نسبیالف( نسبی()ماکزیمم مینیمم و

مطلق اکسترمم مطلق(ب( مینیمم و مطلق )ماکزیمم

تابع نسبی :اکسترمم
: نسبی ماکزیمم تابع* مقدار نقطه(وقتی عرض مقادیر) از

گوییمنقاط می باشد مساوی یا بیشتر اش درتابهمسایگی ع

نقطه نسبیآن داردماکزیمم

نسبی: مینیمم تابع* مقدار نقطه(وقتی عرض مقادیر) نقاطاز

اش مساویکمترهمسایگی نقطهباشدیا آن در تابع گوییم می

دارد نسبی مینیمم

نمودار: روی از نسبی اکسترمم تشخیص
روی نمودار کنیددر رسم کوچک افقی خط یک نظر مورد نقطه

بیفتند افقی خط روی یا پایین نقطه، این اطراف تابع نمودار اگر

را نقطه نسبیاین گوییم.ماکزیمم اطرافمی تابع نمودار اگر

را نقطه این بیفتند افقی خط روی یا بالا نقطه، مممینیاین

گوییم.نسبی می

ص) (105کاردرکلاس

اک نقاطسترممنوع در را زیر توابع از یک هر نسبی های

جدول و کنید تعیین شده کنید.مشخص کامل را ها

   2 5 3( ) , [ , ]f x x xالف(
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    2 1 1 2( ) , [ , ]g x x xب(

:قضیه
یکنسبیاکسترممنقطههر* .استآنبحرانینقطهتابع،

هر باشدممکنبحرانینقطه* نسبی اکسترمم نقطه است

نباشد یا

مثال:

شکل طولنقطه1در xبه  استهم2 اکسترممهمبحرانی

طولنقطه2شکلدرولینسبی xبه  است2 امابحرانی

نیست اکسترمم

: دارد نسبی اکسترمم زیر نقاط در فقط *تابع

باشد)1 صفر مشتق مقدار )f a ( ))

نباشد2 موجود مشتق )

*بنابراین:

تابع باشدوfاگر داشته نسبی اکسترمم طول به نقطه در

f a( باشد،آنگاه( fموجود a ( ا(

ص) (107کاردرکلاس

تابعالف① نمودار رسم با )  2( )f x xدهید نشان ،

درfکه 2x.دارد نسبی مینیمم

:حل

آیا ب( 2( )fچرا؟ است؟ موجود

:حل

شکل به توجه با 2( )fنیس وموجود چپ مشتق چون ت

نیست برابر راست

آیا پ( 2xتابع بحرانی نقطة چرا؟طول است؟

:حل

در تابع زیرا بله. 2xاست ناپذیر مشتق

تابع② نمودار  3 3( )f x x x

کرده رسم ایم.را

طول نسبیالف( اکسترمم نقاط fهای

کنید. تعیین را
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می درب( تابع این ریشهمشتقدانیم است. هایپذیر

معادلة ( )f xطول یعنی را، تابع بحرانی نقاط های

آورید.به دست

ا مورد در را قبل قضیه درستی ب، و الف به توجه با تابپ( عین

کنید. بررسی

ضابطة③ با تابع   2 2 2( )f x x x.بگیرید نظر در را

fمشتق پذیراست.همواره

)الف( )f x.آورید بدست را

معادلة ریشة ب( ( )f xنقاط طول تا کنید محاسبه را

بهبحرانی آید.تابع دست

اکسترمم نقطة آیا که کنید تحقیق سهمی، نمودار رسم با پ(

fاست؟ آن بحرانی نقطة بر منطبق

:مونآز نسبی اکسترمم تعیین در اول مشتق
دارند(1 مشتق که توابعی دهیمدر قرار صفر مساوی را مشتق

یابیم می را ها وریشه

کنیم(2 می علامت تعیین را مشتق

نسبی(3 اکسترمم نقاط طول مشتق علامت تغییر به توجه با

کنیم می مشخص را

مشتق ساده ریشه نقطه دهدطول علامت تغییر مشتق *اگر

: است

بهالف( + از مشتق علامت نسبی–اگر ماکزیمم کند تغییر

است

Max

 

مشب( علامت ازاگر است-تق نسبی مینیمم کند +تغییر به

Min

 

مضاعف ریشه نقطه طول ندهد علامت تغییر مشتق *اگر

همواره یا + همواره مشتق علامت و است است–مشتق

نداریم. نسبی اکسترمم بنابراین

   

اک(4 کردن مشخص از بعد نمودار رسم تابع،برای سترمم

کنیم می رسم را نمودار و یابیم می را کمکی نقاط

مثال:
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(108ص2و1کاردرکلاس)

به را تابع بحرانی نقاط ابتدا زیر، توابع از یک هر آدر وریددست

مینیم و نسبی ماکزیمم نقاط تابع، تغییرات جدول سپس و

کنید مشخص وجود صورت در را آن .نسبی

f x x x  21 2) ( )

:حل

یابیم(1 می را ها وریشه دهیم می قرار صفر مساوی را مشتق

f x x x f x x      2 2 2 2( ) ( )

بحرانی نقطة fطول x x x        2 2 1( )

کنیم(2 می علامت تعیین را مشتق

می دست به ها ریشه ازای به را تابع مقدار جدول سوم سطر در

آوریم
x

y x x y


     2
12 1

,نسبیماکزیمم(3 
 
1 1

رسم(4 و کمکی تابعنقاط نمودار

 
 

,

,
x
x

y
y x x

y




  
   

  

2
22

2

f x x x 3 22 3) ( )

(112ص4تمرین)

به④ را تابع بحرانی نقاط ابتدا زیر، توابع از یک هر تدسدر

و نسبی ماکزیمم نقاط تابع، تغییرات جدول سپس و آورید

کنید. مشخص وجود صورت در را آن نسبی مینیم

   3 23 9 1( )f x x x xالف(

:حل
1x

f 

1f

Maxنسبی
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    3 22 3 12 9( )g x x x xب(

   3 3 2( )h x x xپ(

:حل

مینیمم وماکزیممفاقدبنابراین واستاکیدنزولیهموارهتابع

.استنسبی

(112ص6تمرین)

نقطة 2اگر 1( , اک( نقطة تابع، نسبی سترمم

  3 2( )f x x bx dمقادیر بهdوbباشد، دسترا

آورید.

:حل

تابع مطلق :اکسترمم
ماکزیمم تمامی:مطلق* از نقطه( عرض تابع) مقدار وقتی

گوییم می باشد مساوی یا بیشتر دیگر نقاط آنتابمقادیر در ع

دارد مطلق ماکزیمم نقطه

مینیمم تمامی:مطلق* از نقطه( عرض تابع) مقدار وقتی

آن در تابع گوییم می باشد مساوی یا کمتر دیگر نقاط مقادیر

دارد مطلق مینیمم نقطه

مثال:

روابط و نسبیتفاوت مطلقاکسترمم :و
همسایه1 نقاط به نسبی اکسترمم تشخیص ک.برای می نیمنگاه

کنیم. می نگاه دامنه های نقطه کل به مطلق اکسترمم ولی

اکسترمم.2 ولی باشد بازه ته سرو در تواند می مطلق اکسترمم

تواند. نمی نسبی

ص) (110کاردرکلاس

اکسترمم① زیر، جدول تکمیل زیربا تابع نسبی و مطلق های

شده مشخص نقاط در را آن بحرانی نقاط همچنین تعیینو

کنید.

:حل
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مطلق② و نسبی اکسترمم مقادیر تابع، نمودار رسم کمک به

کنید.تابع تعیین وجود صورت در را زیر های

  3 2 1( ) ; [ , ]t x x xالف(

:حل

کنیم:ابتدا می رسم را نمودار

.نداردنسبیاکسترمم

مطلق ماکزیمم 1مقدار

مطلق مینیمم مقدار است.-8و

   2 2 3( ) ; [ , ]g x x xب(


1

( )u x
x

)پ

:قضیه
بسته* بازه در تابع a,اگر b 

 
تابع آنگاه باشد ایندرپیوسته

.مطلقمینیممهم وداردمطلقماکزیممهمبازه
مثال:

 

ص) (111فعالیت

ت نمودار رسم کمک ابعبه f x x 2 بازه1 در ,2 3،

کنید. تعیین را مطلق اکسترمم  نقاط

مطلق: اکترمم کردن پیدا روش
یابیمبحرانینقاط وآوردهدستبهراتابعمشتق.1 می را

یابیم2 می را تابع مقدار .

عرض.3 ماکزیمممقدار ،آمدهدستبهعددترینبزرگدر

استآنهاترینکوچک وتابعمطلق تابع مینیمم مقدار

(112ص5)تمرین

بازه⑤ در را زیر توابع مطلق مینیمم و ماکزیمم هایمقادیر

به وجود صورت در شده، آورید.مشخص دست

     3 22 9 13 1 2( ) ; [ , ]f x x x xالف(

:حل

مطلق ماکزیمم مقدار مطلقو7بنابراین مینیمم -13مقدار

است.
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    3 2 5 2 1( ) ; [ , ]g x x x xب(

:حل

مطلق ماکزیمم مقدار مطلق-2بنابراین مینیمم مقدار -17و

است.

ص مثال (111)

تابع مطلق اکسترمم fنقاط x x x x  3 22 3 12( در( را

1بازه 3[ , کنید.[ تعیین
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سازی :بهینه
ایجاد یعنی است سازی بهینه ریاضی، کاربردهای از یکی

ممکن حالت کردنماکزیممهدفبارامسائلیبنابراینبهترین

هزینه وزمانفاصله،کردنمینیممیاحجم،سودمساحت،

کردخواهیمبررسی

مسائل حل سازیمراحل :بهینه
ترس1 نیاز بهتر.درصورت درک برای شکل یم

متغیره2 یک تابع صورت به مسئله .نوشتن

دهیم.3 می قرار صفر مساوی را تابع مشتق .

بازه4 انتهای و ابتدا و بحرانی نقاط .یافتن

اکسترمم5 یافتن و علامت( تعیین ( تغییرات جدول .رسم

مطلق

(117و116و114و115ص5و4و3و2و1مثال)

14ثابتطیمحبایهالیمستطتمامنیبدر دیدهنشان①

 وطولکهراداردمساحتنیشتریبیلیمستطمتر،یسانت

.باشنداندازههمآنعرض

و② یک های گوشه از خواهیم بهشکلیمربعفلزیرقمی

متر30ضلعطول ببریمxضلعبهکوچکیهایمربعسانتی

باز در جعبه یک شکل به را آن صفحه گوشه تاکردن از بعد و

مقدار آوریم باشدxدر مقدارحداکثرقوطی،حجمتاچقدر

گردد؟ممکن

دربازمستطیلمکعبشکلبهمخزنیخواهیممی③

برابردومخزنکفطول وبودهm310آنحجمکهبسازیم

مخزناینکفجهتنیازموردمصالحقیمت.باشدآنعرض

دیوارهبرایقیمتاین وتومانهزار100مربعمترهربرای

مخزنکفعرض .استتومانهزار60مربعمترهردرها

مقدارکمترینشدهمصرفمصالح هزینهتاباشدچقدر

گردد؟ممکن

فصل
سازی:2درس5 بهینه
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ازپسساعتtخوندرشیمیاییداروییکغلظت④

 رابطهازماهیچهدرتزریق 
t

c t
t


3

3
27

میدستبه

خون،درآنغلظتدارو،اینتزریقازپسساعتچند .آید

بود؟خواهدممکنمقداربیشترین

ازآنفاصلهکهدارد رقراPنقطهدرقایقیدرونآرتا⑤

یعنیتریننزدیک ساحل  .استکیلومتر3معادلAنقطه

درBنقطهبهخواهدمیاو که برسد ساحل کیلومتری8در

قایقAنقطه حرکت سرعت کنید فرض دارد قرار

/km h2آرتا روی پیاده سرعت km/و h4اواگر .باشد

درBبهممکنزمانکوتاهتریندربخواهد نقطهچهبرسد

کند؟Bسویبه وشدهپیادهبایدساحلازای روی پیاده

(118ص4و3و2و1کاردرکلاس)

استوانهمی① فلزی قوطی یک بازخواهیم در و شکل ای

چقدر قوطی ابعاد باشد. لیتر یک دقیقاً آن گنجایش که بسازیم

شود. مینیمم آن تولید در رفته کار به فلز مقدار تا باشد

:حل

 31 1( )lit cmاستوانه حجم

   2 2
2

1
1 ( )r h cm h

r



 

جانبی قاعدهسطح مساحت +Sاستوانه کل مساحت :

    2 2
2

1
2 2( ) ( ) ( )S r r rh S r r r

r
   


  

  2 2
( )S r r

r


S r r r
r

r

 



     

 

3
2

3

2
2 1000

10

( )

ربرابدوهراستوانهارتفاعهمچنین وقاعدهشعاعاگرپس

r cm



3

10
6 فلزمقدارنیرکمتشوند،گرفته/83

.شدخواهدمصرف

با② حرکت برای ساعت هر در قطار یک سوخت هزینه

برابرvسرعت ساعت، بر است.2320vکیلومتر تومان

هزینه سایر صرفهمچنین ساعت، هر برای سرعتها از نظر

برابر می8قطار، سرعتیتومان چه با قطار باشد.

مقدار کمترین کیلومتر، یک در آن هزینه تا کند حرکت

باشد. ممکن
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: حل

ثابت سرعت با قطار کند،vاگر حرکت ساعت بر کیلومتر

: داریم

  28 320( )C t v tهزینه :tحرکتساعت

  28 320( ) ( )( )
x x

C v
v v

هزینه :xحرکت کیلومتر

 
8

32( )C v v
v

هزینه حرکت1: کیلومتر

C v v v
v

       2
2

8 10000
32 50

4
( )

کند،حرکتساعتبرکیلومتر 50سرعتباقطاراگربنابراین،

.بودخواهدکنمقدارممکمترینکیلومتر،یکدرآنهزینه

آنها③ تفاضل که بیابید حقیقی عدد حاصل1دو و باشد

گردد. ممکن مقدار کمترین ضربشان

:حل

پنجره④ کشورمان تاریخی بناهای برخی دارددر وجود هایی

دایره نیم و مستطیل شکل به میکه آن روی بر بهای باشد

نیمطوری قطر اگرکه است. مستطیل پهنای با برابر دایره

پنجره چنین یک طوری5/4ایمحیط را آن ابعاد باشد، متر

باشد. داشته را نوردهی بیشترین که بیابید

:حل

باشد. ممکن مقدار بیشترین پنجره مساحت باید

    
1 9

4 5 2 2
2 2

/ ( )h x rمحیط

       
9 9

2 2
2 4 2

r
h r r h r


 

مستطیل مساحت + دایره نیم پنجرهSمساحت مساحت

      2 21 9 1
2

2 4 2 2
( ) ( ) ( )

r
S xh r S r r r r


 


   24 9

2 2
( ) ( )S r r r



 
( ) ( )S r r r


       



9 9
4

2 2 4

اگر پس
 

/r cm





9
32 14

2 4
پنجرهاین

داشت.خواهدرانوردهیبیشترین

صتمر) (120ین

می① بهکشاورزی شکل مستطیل مزرعه یک دور خواهد

ثابت هر1مساحت هزینه کند. دیوارکشی را مربع متر

جنوبی و شمالی دیوارهای متر2متر هر هزینه و تومان میلیون

غربی و شرقی است.8دیوارهای تومان میلیون

ان برای نیاز مورد هزینه تابعالف( یک صورت به را کار این جام

بنویسید.

:حل

حداقل به کشی دیوار هزینه تا باشد چقدر مزرعه ابعاد ب(

برسد؟ ممکن مقدار
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:حل

آنعرض و 200جنوبی وشمالیدیوارهایطولاگربنابراین

ممکنمقداردیوارکشی،حداقلهزینهباشد،متر 50برابر

.بودخواهد

می② مثلثالف( شکل به محوطه یک رودخانه کنار خواهیم

طوریمتساوی به کنیم کشی نرده را مثلثالساقین قاعدة که

هزینه تنها اگر باشد. رودخانه بر در1منطبق را نرده متر

ممکن مساحت بیشترین صورت این در باشیم، داشته اختیار

خو چقدر مثلث این بود؟برای اهد

:حل

کنید. حل را مسئله این نیز، مشتق از استفاده بدون ب(

مس③ بیشترینتطابعاد با یلی

دو که کنید تعیین را مساحت

محور روی آن دوxرأس و ها

محور بالای دیگرش وxرأس ها

سهمی روی  212y x 

باشند.

یک④ شامل جیبی، کتاب یک از شکل مستطیل صفحة هر

ثابت مساحت با قطع232cmمتن طراحی هنگام . بود خواهد

حاشیه ایت لازم کتاب، صفحهاین هر پایینی و بالا 2cmهای

حاشیه کو سانتیهای یک کدام هر گرفتهناری نظر در متر

صفحه هر مساحت که کنید تعیین طوری را صفحه ابعاد شوند.

باشد. ممکن مقدار کمترین کتاب از

:حل
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می⑤ درآروین که برود اتوبوسی ایستگاه به 2خواهد

و غرب پارک6متری از بعد او فعلی موقعیت شمال متری

می او دارد. سرعتقرار با پیاده3تواند از ثانیه بر کنارمتر رو

می همچنین، برود. غرب سمت به وپارک پارک درون از تواند

سرعت با 2تنها /m sمقدار شکل، به توجه با کند. xعبور

ایستگاهرا به ممکن زمان کمترین در او که کنید تعیین طوری

 برسد.

:حل

x/اگر  24 5 53 زماننیکمتردرنیباشد.آرو67

.دیرسخواهدستگاهیابهممکن
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ششمفصل

هندسه
مخروطیمقاطعباآشنایی وتجسمیتفکر  :اولدرس
دایره            :دومدرس

فصل :6بارم
اول دومنوبت شهریور/دینوبت

-5/35/2



و3ریاضی بوربورتهیه فاطمه 1درس6فصلتنظیم:

79

-

-

تجسمی:تفکر

تصاویرتجسمیتفکر* و ها شکل با کردن فکر یعنی

بهتنهادرسایندرکهداردوسیعیمفهومتجسمیتفکر*

.پرداختخواهیمدوران وبرشمؤلفهدو

کالدورانازحاصلشکلتجسم :محوریکحولهندسیاش
ها* شکل اینجا محوردر که دهیم می دوران خط یک حول را

شود می نامیده دوران

دوران* از حاصل خطشکل نیم یا خط پاره ، شکلیخط

عرض(دوبعدی و طول دارای استبا) توخالی حجمی

دوران* از حاصل بعدیشکل دو های سهشکل شکلی

ارتفاع(بعدی و عرض و طول است)دارای توپر و

کا 123ص )فعالیت صو کلاس (125ردر

.کنیدمشخصرامحورحولدورانازحاصلشکل

دورانازحاصلشکل(الف

؟محورحولخطنیم

دوران(ب از حاصل شکل

خطیک پاره حول خط، پاره

عمودکهیگرید آن ؟استبر

دورانازحاصلشکل(پ

؟محورحولخط

دورانازحاصلشکل(ت

یکیحولدایره،یک

؟رهایازقط آن

دورانازحاصلشکل(ث

شعاعحولدایره،نیمیک

؟آنقطربرعمود

دورانازحاصلشکلج(

یاحولمستطیل،یک طول

؟آنعرض

یک(چ دوران از حاصل شکل

یکی حول الزاویه، قائم مثلث

قائمه؟ اضلاع از

شکل دورانازحاصلح(

حولالزاویهقائممثلث

؟محور

دورانازحاصلشکلخ(

حول هیالزاوقائممثلثکی

وتر؟

دورانازحاصلشکل(د

؟قطرحوللوزیکی

مخروطیمقاطعباآشنایی وتجسمیتفکر:1درس6فصل
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مهم: هندسی کال اش حجم

( 132ص3تمرین)

قطرهای③ طول به لوزی یک دوران4و6اگر بزرگ قطر حول

است؟ چقدر حاصل شکل حجم شود، داده

:حل

استقاعدهبااندازههممخروطدو ،حاصلشکل  .مشترک

و :مقطعسطحبرش
چاقو مثل است صفحه یک شود می برش باعث که *چیزی

جسمیکبا  صفحهیکبرخوردازکهشکلی:مقطعسطح*

باشود.میحاصلهندسی چاقو برخورد از حاصل شکل مثل

هندوانه

است.* ... و بیضی مربع، دایره، خط، نقطه، معمولا مقطع سطح

از می*بعد باقی شکل آن از محیطی ، توخالی های شکل برش

باقی شکل آن از سطحی توپر، های شکل برش از بعد و ماند

ماند می

مستطیلبرش کرهمکعب و استوانه :و
ص (124)فعالیت

مقطعالف( مستطیلمکعبیکباصفحهیکبرخوردسطح

است؟مربعقاعدهباتوخالی شکل چه به

 صفحه ویافق ،یعمودیهاصفحهباتوانهاسمقطعسطحب(

شکلچهبهنباشد،متقاطعاستوانهیهاقاعدهباکهیلیما

است؟

بهکرهیکباصفحهیکبرخوردازحاصلمقطعسطح (پ

است؟شکلچه

راممکنمساحتبیشترینمقطع،سطحاینحالتیچهدر

دارد؟

(125ص2کاردرکلاس)

حول② را دادهمستطیلی دوران آن ایم.عرض

کنید. رسم را حاصل شکل الف(

:حل

در صفحه یک و استوانه این برخورد از حاصل مقطع سطح ب(

است؟ مربع یک حالتی چه

مستطیل، ابعاد اگر حاصل4و3پ( مقطع سطح مساحت باشد،

است؟ چقدر استوانه این قاعدة با موازی صفحة یک برخورد از

حال در صفحهت( اگر پ، رات آن استوانه قاعدة بر عمود ای

حاصل مقطع سطح برای ممکن مساحت بیشترین کند، قطع

است؟ چقدر
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ص) ( 132تمرین

روبه① شکل میدر خواهیمرو

محور حول را قائمه ذوزنقه

دهیم. دوران

حاصل شکل حجم الف(

کنید. محاسبه را

:حل

محورحولراشدهدادهخطپاره

حاصلشکل .دهیممیدوران

:بودخواهدشکلبدین

شدهدادهخطپارهدادنادامهبا

استمخروطیکازبخشیحاصلشکلکهشودمیمشخص

:ازاستعبارتناقصمخروطحجملذا )ناقصمخروط(

کاملمخروطحجم -نشدهرنگمخروطحجم

صفحه با دربرخورد شکل این مقطع سطح شامب( که لای

؟ است چقدر آن مساحت و چیست باشد، دوران محور

:حل

باشددورانمحورشاملکهایصفحه

تقسیممساوینیمهدوبهراجسم ،

شکلبهمقطعسطح وکندمی

.بودخواهدذوزنقه

 

ضلع② با مطابق3مربعی واحد

روبه فاصلةشکل در از2رو واحد

دارد. قرار راست خط یک

اینالف( دوران از حاصل شکل

را شده داده محور حول مربع

کنید. محاسبه را آن حجم و رسم

:حل

دورانمحورحولرامربع

 بدینحاصلشکل.دهیممی

 .استشکل

حجم =تربزرگاستوانهحجم -ترکوچکاستوانهحجم

صفحهب( با برخورد در را شکل این مقطع باسطح موازی ای

کنید.قاعدة توصیف آن

:حل

برخوردازحاصلمقطعسطح

استوانهقاعدهباموازیایصفحه

شکلایندرلذا .استدایرهیک

:استشکلاینبهمقطعسطح

:مخروطیمقاطعباآشنایی
مخروطی* رامحورحولخطدورانازحاصلشکل:سطح

گوییم. مخروطی سطح

مخروطیمخروطی*مقاطع اگرسطح برش: صفحه یک با را

گوییم. مخروطی مقطع را حاصل مقطع سطح دهیم

مقاطع .هذلولی وسهمیبیضی،دایره،:مخروطی*انواع
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مخروطی: مقاطع ایجاد طریقه
براگر (الف سطحمحورصفحه

رأسوازباشدعمودیمخروط

حاصلشکلنکند،عبورآن

.استرهیدا

سطحمحوربرصفحهاگر (ب

چیهودرنباشدعمودیمخروط

یموازیمخروطسطحمولدبایحالت

حاصلنگذرد،شکلازرأس ونشود

.بودخواهدیضیب

دراگر (پ هاتیموقعازیکیصفحه

باشدیموازیمخروطسطحمولدبا

حاصلشکلنکند،عبورآنرأساز و

.استیسهم  

سطحاگر (ت همرا،یمخروطصفحه

از وکندقطعینییپاقسمتدرهم وییبالاسمتدرق

راحاصلنکند،شکلعبورآنرأس

.مینامیمیهذلول

بیضی:
ازآنهافواصلمجموعکهاستصفحهازنقاطیمجموعهبیضی،*

.استثابتمقداری ،ثابتنقطهدو
کافی بیضی:کالبدش

ها:* F,کانون F 

کانو* FF:نیفاصله c  2

ب* O:یضیمرکز

بزرگ* قطرقطر AA:یکانونیا a  2

کوچک* BB:قطر

*اگر:

بزرگنصف قطر aکوچکقطرنصفو bفاصلهو نصف

کانونی c:داریم aآنگاه b c 2 2 2

و) صمثال (130کاردرکلاس

باشیم داشته بیضی یک در aاگر  cو4  این3 در صورت،

کوچکاندازة کنید.قطر محاسبه را

:حل

,

a b c b

b b

       

  

2 2 2 2 2 24 3 16 9 7

7 2 2 7

باشیم① داشته بیضی یک در aاگر  bو5  در3 ،

کنید.این محاسبه را کانونی فاصلة اندازة صورت

:افقیبیضی
بزرگ* قطر بیافقاگر آن بیضیباشد، امیمنمییافقیضیرا

افقی: بیضی در مهم نقاط O*مختصات



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:قائمبیضی
عمود* بزرگ قطر بیاگر بیضیباشد، میضیرا .مینامیقائم

در مهم نقاط O:قائمیضیب*مختصات




(130ص2)کاردرکلاس

بزرگ② قطر طول افقی بیضی یک کوچک6در قطر واحد4و

نقط بیضی این مرکز اگر مختصاتهاست. با )ای , )4 5: باشد

کنید. پیدا را بیضی کانونی فاصلة الف(

همچنین و کوچک قطر و بزرگ قطر سر دو نقاط مختصات ب(

بنویسید.کانون را بیضی های

:بیضیمرکزازخروج
مقدار*

c

a
باراآنمعمولاً وامندنمیبیضیمرکزازخروجرا

دهند.eحرف می نمایش e  1

دهدبیضیمرکزازخروج* می نشان را بیضی لاغری و چاقی

مقدار. چه ترeهر شبیه دایره به و چاقتر بیضی باشد کمتر

است.

(مثال)

در اندازةاگر بیضی کوچکیک بزرگ6قطر قطر و 8واحد

بیضی مرکز از خروج باشد کنید.واحد محاسبه را
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:حل

,

a b c c

c e

       

  

2 2 2 2 2 24 3 16 9 7

7
7

4

(132ص4و5تمرین)

نقاطکانون④ بیضی یک )های , )1 )و3 , )1 است.5

مختصات کانونی، فاصلة قطرهایالف( معادلة و بیضی مرکز

بنویسید. را بیضی کوچک و بزرگ

اگر aب(  بیضی6 مرکز از خروج و کوچک قطر اندازة باشد،

کنید. پیدا را

افقی⑤ بیضی یک مرکز از خروج
4
5

آن مرکز ،( , ) 4 و1

بیضی این کوچک قطر است.6طول واحد

کنید. محاسبه را کانونی فاصلة و کانونی قطر طول الف(

کانون و بزرگ قطر و کوچک قطر سر دو نقاط مختصات هایب(

کنید. پیدا را بیضی
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دایره:
فاصلهازنقاطی مجموعه* که است ثابتی نقطهازآنهاصفحه

صفح همان مقداردر باشد.یه، مثبت و ثابت

 دایرهمرکزراثابتنقطهینا*

انداز را ثابت مقدار شعاعةو

.یمنامیمیرهدا ,C O r

دایره: استاندارد معادله
مرکز *اگر ,O  شعاع داریم:rو باشد

x y r    2 2 2( ) ( )

مرکز باشد*اگر مختصات مبدا روی دایره ,O:داریم

x y r 2 2 2

ص) (135مثال

دایره مرکز اگر 2الف( 1( , دایره( شعاع اندازة باشد.3و

استاندارد رسممعادلة را دایره شکل و بنویسید. را نیدکدایره

:حل

x y   2 22 1 9( ) ( )

دایرهب( معادلة شکلاگر به xای y   2 23 1 4( ) ( )

بنویسید.باشد. را دایره شعاع اندازة و دایره مرکز ومختصات

کنید رسم را دایره شکل

(142ص2تمرین)

حالت② :در بنویسید را دایره معادلة زیر های

د آنایرهالف( مرکز و بگذرد مختصات مبدأ از که 2ای 1( , )C

باشد.

دایره آنب( مرکز که 2ای 3( , نقطة( و 3 9( , روینقطه( ای

باشد. آن

دایره نقاطپ( که )3ای , و( 4 1( , قطرهای( از یکی سر دو

باشند. آن

دایره:2درس6فصل
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(136ص4کاردکلاس)

دایره④ بنویسید.معادلة را زیر های

   

گسترده ضمنیمعادله دایره:یا
کنیم ساده جبری اتحادهای کمک به را استاندارد معادله *اگر

آید. می دست به گسترده معادله

x y ax by c    2 2

مثال:

( ) ( )x y

x y x y

   

    

2 2

2 2

2 3 1

4 6 12

مرکز: ,*مختصات
a b

O
  
 
 2 2

دایره:* rشعاع a b c  2 21
4

2

ص) (137کاردکلاس

دایره گستردة شکلمعادلة به ای    2 2 2 6 6x y x y 

و کنید پیدا را آن شعاع و دایره این مرکز مختصات است.

ب را دایره بنویسید.معادلة استاندارد شکل ه

(142ص5تمرین)

شکل⑤ به دایره یک گستردة معادلة    2 2 2 2 8x y x y

و کنید پیدا را آن شعاع اندازة و دایره مرکز مختصات است.

بنویسید. استاندارد شکل به را آن معادلة

دایره: و نقطه وضعیت
باشد:* دایره روی نقطه OBاگر r

باشد:* دایره درون نقطه OAاگر r

باشد:* دایره بیرون نقطه OCاگر r

(136ص2و1کاردکلاس)

حالت① :در بنویسید را دایره معادلة زیر، های

دایره شعالف( و مختصات مبدأ مرکز به .2اعای

دایره شعاعب( و مختصات مبدأ مرکز به .rای

دایره نقطةپ( از که 1ای 3( , آن( مرکز و 2بگذرد 1( , باشد.(
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دایره② به نسبت را نقطه هر وضعیت جدول، تکمیل با

کنید. مشخص

(142ص3رینتم)

نقاط③ )وضعیت , )1،( , )1،( , ) 1 )و2 , نسبت( را

دایرة xبه y x y    2 2 2 4 کنید.1 مشخص

(142ص1تمرین)

زیر① های معادله از هریک دایرهدر مرکز اندازةمختصات و

بنویسید. را دایره باشعاع را دایره این تقاطع نقاط مختصات

کنید. پیدا مختصات کنیدمحورهای رسم را دایره این  شکل

الف(    2 2 6 2 1x y x y

:حل

محور با تقاطع ها:xمحل

محور با تقاطع ها:yمحل

دایره: رسم

ب(   2 23 4( )x y
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)پ( )x y  2 21 4

(142ص4تمرین)

دایره-4 سبز فضای یک در دارد قصد بهشهرداری شکل ای

بسازد.13شعاع شکل مطابق روی پیاده مسیر دو متر

دایرهاگرمخ مرکز 13تصات 13( , برابر( واحد هر متر1و

باشد:

چیست؟ دایره این معادلة الف(

:حل

کنید. پیدا دایره با را مسیر دو برخورد نقاط مختصات ب(

:حل
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نقطه چه در مسیر دو متقاطعپ( یکدیگر با اند؟ای

:حل

است؟ چقدر عمودی مسیر طول ت(

:حل

دا فاصله13برابریرهشعاع دودایرهمرکز و تقاطع محل از

رابطه5یرمس از است. نقطه واحد فاصله اندازه Bفیثاغورس

یبترتینبدBBمسیرطول واستواحد12تقاطعمحلاز

است2400 .متر

دایره: و خط وضعیت
بر* خط OHباشد:مماسدایرهاگر r

با* خط OHباشد:متقاطعدایرهاگر r

نکند* قطع را دایره خط OH:اگر r

یادآوری:
عمودرهیداآنشعاعبرره،یداباتماسنقطهدرمماسخط*

.است

خط:* از نقطه فاصله

axصورتبهراخطابتدا by c   کنیممرتب0 می

آوریم: می دست به زیر فرمول از را فاصله سپس

ص) تمرین139ص1وکاردرکلاس138مثال ص6و

142)

کنید.  مشخص هم به نسبت را دایره و خط وضعیت

x,الف( y x y x y      2 26 4 4 4 7

:حل

دایکاف* مرکز مختصات سپسیرهاست و کرده مشخص را

شدهدایرهمرکزفاصله داده خط از اندازهیمکنمحاسبهرا آنو

.یمکنیسهمقادایرهشعاعاندازهبارا

مرکز:* مختصات , ,
a b

O
  

 
 

2 2
2 2

خط:* از نقطه فاصله

دایره:* شعاع

r a b c  2 21
4

2

*d rخط آنبا واستدایرهبیرونشدهدادهبنابراین

.نداردتقاطعینقطه

)ب( ) ( )x y   2 22 3 yو4  1.
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xپ( y x   2 2 2 xو3 y  3.

xت( y x y    2 2 2 2 xو1 y  1.

y,ث( x x y    2 22 2

(139ص3و2کاردرکلاس)

دایره② خطمعادلة بر که بنویسید را ای  3 4 1x y

آن مرکز و بوده 1مماس 2( , )C.باشد

دایره③ نقطةمرکز 2ای، 3( , )Oخط روی دایره این است.

  3 4 2x yطول به می6وتری اینجدا معادلة کند.

بنویسید. را دایره

(142ص8و7تمرین)

خط⑦ بدانیم نقطهlاگر 3در 4( , دایره( مرکزبر به مبدأای

چیست؟ مماس خط معادلة است، مماس مختصات

دایره⑧ نقطةمعادلة آن، مرکز که بنویسید را )3ای , بر( و

خط 3 4 3x y.باشد مماس
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دایره: دو وضعیت
خط* مرکزهایپاره دایکه میرهدو وصل هم به خطیرا کند،

شود.یمیدهنام(d)ینالمرکز

ص) وکاردرکلاس ص تمرین141مثال (142ص9و

حالت در کنید چهمشخص هم به نسبت دایره دو زیر های

دارند؟ وضعی

       2 2 2 22 4 4 2 4 9,x y x y x y x yالف(

:حل

      2 2 2 22 3 7 5 5( ) ( ) , ( )x y x yب(

       2 2 2 22 4 2 4,x y x y x y x yپ(

        2 2 2 22 4 1 1 2 1, ( ) ( )x y x y x yت(

x y x y x y x y        2 2 2 24 6 12 6 )ث,8
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تمرین141ص1)کاردرکلاس (142ص10و

دایره① دایرةمعادلة بر که بنویسید را ای

    2 2 2 4 4x y x yآن مرکز و بیرون مماس

2نقطة 2( , )O: باشد

دایره⑩ آنمعادلة مرکز که بنویسید را ای 1 1( , با( و

باشد. درون مماس دایرة
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هفتمفصل

احتمال
کل :اولدرس احتمال قانون

فصل :7بارم
اول دومنوبت شهریور/دینوبت

-25/1
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 :یادآوری
راآننتیجهکهاستآزمایشییاپدیده :فیتصادپدیده.1

 .کردبینیپیشقطعیطوربهانجام،ازقبلنتوان

پدیدهیکممکنِنتایجتماممجموعه :نمونهفضای.2

باراآنمعمولاً ونامیممیپدیدهآننمونهفضایراتصادفی

Sدهیممینمایش. 

پیشامدیکراSازمجموعه رزیهر:تصادفیپیشامد.3

نامیمSاینمونهفضایدرتصادفی می

وقوع4 پیشامد:.احتمال پیشامدیک

( )
( )

( )

n A
P A

n S


:BوAپیشامددواجتماعاحتمالمحاسبۀرابطۀ.5

ناسازگار:پیش.6 امدهای

پیشامد دو ندهندBوAاگر رخ هم Aبا B  این ،

شود: می نوشته زیر صورت به تساوی

شرطی.7 :احتمال

کنیم طوریکهBوAفرض به باشند پیشامد دو

 P A پیشامد وقوع احتمال صورت این بهAدر

بد آنکه نمادBانیمشرط با را است داده رخ P A B

: داریم و دهیم می نمایش 
 
 

P A B
P A B =

P B

مستقل:.8 های پیشامد

پیشامدAپیشامد استBاز وقوع٬مستقل Bهرگاه

وقوع پیشامدAبراحتمال . نگذارد پیشامدAتاثیر Bاز

است :٬مستقل هرگاه     P A B P A P B 

:آنهارویاعمال وپیشامدها.9

توصیفی ونبیان نمودار

پیشامداشتراک :دو

A Bدهد می رخ وقتی

پیشامدهای رخBوAکه

دنده

پیشامد: دو اجتماع

A Bمیدهد رخ وقتی

پیشامدهای BیاAکه

از یکی پیشامد)حداقل

دندهها(رخ

پیشامدتفاضل :دو

A Bمی رخ وقتی

که رخAپیشامددهد

پیشامد و رخBبدهد

ندهد.

یک پیشامدمتمم

 CA Aمی رخ وقتی

که رخAپیشامددهد

ندهد.

   P A P A  1

کل:1درس7فصل احتمال قانون

P A B P A P B ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )P A B P A P B P A B  
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مجموعه یک :افراز)پازل(
به مجموعه یک کردن تبدیل یعنی مجموعه یک *افراز

هایش زیرمجموعه

های ,*زیرمجموعه ,...,
n

A A A1 2
روی افراز درستSیک

که: شرطی به کنند می

نباشد.1 تهی ها مجموعه زیر از یک .هیچ

 i
A i n   1

باشند.2 نداشته اشتراک هم با ای زیرمجموعه دو .هیچ

 ,
i j
A A i j n    1

شود.3 اولیه مجموعه ها زیرمجموعه همه .اجتماع
n

i
i

A S



1

افرازیکاصماعدادمجموعه وگویااعدادمجموعه :1مثال

.دهندمیتشکیلحقیقیاعدادمجموعهروی

.استشدهافرازاستان 31بهایرانکشور :2مثال

کل: احتمال قانون
عامیانه: جنس*تعریف هم غیر های انتخاب است ممکن گاهی

ظرف چند مثل باشیم ،)داشته یکی.که(کیسهیاگروه راباید

از و انتخاب تصادف شیء)یافردی(به آن کنیمداخل خارج را

مسیر (سپس کیسه ، یاگروه ظرف) انتخاب مسیر اول بنابراین

ایانتخاب کنیم.برای می نمودارشیء)یافردی(طی از کار ن

از اگر و ضرب را شاخه هر در موجود اعداد و استفاده درختی

ا برویم دیگر شاخه به ای کنیم.شاخه می جمع هم با را عداد

علمی: پیشامدهای*تعریف ,اگر ,...,
n

A A A1 افراز2 یک

ای نمونه فضای باشندوSروی کرده پیشامدBدرست یک

شرطی احتمال فرمول به توجه با صورت باشد.دراین دلخواه

 داریم:

(146صمثال)

0/پسرنوزادبهخاصبیمارینوعیانتقالاحتمالاگر و08

دختر 0/نوزاد شدنداربچهقصدایخانواده وباشد03

مبتلامذکوربیماریبهآنهانوزاداحتمالیچهباشد،بهداشته

شد؟خواهد

:حل

 

P
   

       
   

1 3 1 8 11
2 100 2 100 200

(147صمثال)

داردقرارمهره 14ظرفاولیندر .داریمیکسانرفظ4①

 .قرمزندهامهرههمهدومظرفدر .استقرمزآنهاتای 4که

در وقرمزندآنهاتای 6کهداردقرارمهره 8سومظرفدر

بستهچشمبا .نداردودوجقرمزی مهرههیچچهارمظرف

میبیرونمهرهیکآناز وکردهانتخابراهاظرفازیکی

است؟چقدرباشدقرمزانتخابیمهرهاینکهاحتمال .آوریم

فرزند

1
2

1
2

97
100

3
100
س

الم

8
100
س

92الم
100
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سؤالبستهسه .استکردهشرکتمسابقهیکدرسامان②

اطلاعاتیکی وریاضییکیادبیات،هایسؤالشاملیکیکه

بهراادبیاتهایسؤالبستهاگر .دارد دوجواست،عمومی

بستهاگر .شدخواهدبرندهدرصد90احتمالبهبدهند،او

اگر ودرصد 60احتمالبهبدهند،اوبهراریاضیهایسؤال

احتمالبهبدهند،اوبهراعمومیاطلاعاتهایسؤالبسته

  عقربهباچرخاندنکهصورتیدر .شدخواهدبرندهدرصد 85

شودمیدادهاوبهکههاییسؤالنوعمقابلشکلدرانچرخ

شد؟خواهدبرندهاحتمالیچهبهکنیداوتعیینشودمشخص

(148صمثال)

مهره 4وسبزمهره 6شاملاولظرف .داریمیکسانظرفدو

از .استآبیمهره 7وسبزٔمهره 5شاملدومظرف وآبی

دومظرفدرکرده،انتخابمهرهیکتصادفبهاولظرف

میانتخابدومظرفازمهرهیکسپس .دهیممیقرار

است؟سبزمهرهایناحتمالیچهبه .کنیم

(148صتمرین)

آنها① از یکی درون داریم. جعبه که12دو دارد قرار 6لامپ

دیگر جعبة درون و است معیوب آنها از دارد96تا قرار لامپ

معیوب4که آنها از جعبهتا تصادف به یکاند. کرده، انتخاب ای

می بیرون آن از داردلامپ احتمال چقدر نظرآوریم. مورد لامپ

باشد؟ معیوب

از② متشکل کشور یک جمعیت کنید کودک2فرض درصد

نوجوان، و5و میانسال و3درصد باشند سالمند درصد

دسته این در خاص بیماری یک بهشیوع 5درصد،3ترتیبها

و جامعه1درصد این از تصادف به فردی اگر باشد. درصد

است؟ مبتلا نظر مورد بیماری به احتمالی چه با شود، انتخاب
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می③ پرتاب را سکه بیایدیک پشت اگر و دیگر3کنیم سکة

می پرتاب هم با دقیقاًرا اینکه احتمال آزمایش این در کنیم.

است؟ چقدر شود ظاهر رو سکه یک

جعبه④ یک نوع5در از دیواری نوعA،2ساعت از وBتا

نوع15 از ازCتا آنها عمر اینکه احتمال و دارد  1وجود

نوع برای باشد بیشتر ،Aسال
4
5

نوع برای ،B،
9
1

برای و

،Cنوع
1
2

بیرون کارتن از ساعت یک تصادف به است.

ازمی بیش ساعت این عمر احتمالی چه با است؟1آوریم. سال

رشتة⑤ انتخاب در بینمینا دبیرستان در تحصیل برای خود

رشتة او اگر است. مردد انسانی و تجربی ریاضی، رشتة سه

احتمال به کند، انتخاب را /ریاضی را45 تجربی اگر ،

احتمال به کند /انتخاب به1 کند انتخاب را انسانی اگر و

/احتمال شد.3 خواهد پذیرفته دانشگاه ورودی آزمون در

کند انتخاب را ریاضی رشتة او اینکه احتمال /اگر احتمال1 ،

کند انتخاب را تجربی رشتة /اینکه احتمال6 رشتةو اینکه

کند انتخاب را /انسانی دانشگاه3 در احتمالی چه با باشد،

شد؟ خواهد پذیرفته

مدرسةAمدرسة⑥ برابر دارد.دانشBسه درصد25آموز

مدرسةدانش دانش15وAآموزان مدرسةدرصد Bآموزان

بالای دانش18معدلی همة اگر دردارند. مدرسه دو هر آموزان

انتخاب را آنها از یکی تصادف به و باشند حاضر محوطه یک

: کنیم

مدرسة از انتخابی فرد احتمالی چه با احتمالیAالف( چه با و

است؟Bمدرسةاز

بالای معدلی انتخابی فرد احتمالی چه با دارد؟18ب(


